Bevezetés

Azok szamaéra, akik csak a vektorok Osszeadédsat, kivonasat és skalarral vald szorzatat ismerik, roviden ismertetjiik
a vektoralgebraban definidlhat6 szorzasokat és azoknak (egyik) szokasos jelolését. Igy a kovetkezd mechanikai torve-
nyek felirasa, igazolasa stb. az ismertetett matematikai jelolésekkel a koordinatéas irdsmodnal sokkal révidebben és
egyszertibben torténhet.

Vektorok skaldris szorzatdn értjiik a két vektor abszolut értékének és a két vektor altal bezart szog cosinusanak
szorzatat. Két vektor skalaris szorzata tehat skaldris mennyiség. A skalaris szorzatot a vektorok jelei kzé tett ponttal
jelolhetjiik.

Tehat (1. abra):
(1) V1 + Vo = U102 COS Qv.

A skaléris szorzat koordinatakkal kifejezve:
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(2) V1 Vy = [T, + T, + 07, /U3, + U35, + 03, cosa.

Az el6bbi definiciébol az is megallapithato, hogy mivel vy cosa a v vektor hosszanak a vy vektor irdnyaba es6
elGjeles vetiilete, a skalaris szorzat egy vektor abszolit értékének és egy masik vektor Osszetevd abszolat értékének
eljeles szorzatat jelenti. Igy pl., ha az egyik vektor a testre hato erd (F), a masik a test elmozdulasa (s), skalaris
szorzatuk definicié szerint éppen az erg altal végzett munka:

(3) W=F-s.

A skaléris szorzas eredménye nyilvan pozitiv (o < 7/2), negativ (a > 7/2) vagy nulla lehet. Nulla pl. akkor, ha
a skaléris szorzat két tényez6 vektoru egyméasra merdleges (o = 7/2). A skaléris szorzat tehat abban kiilonbozik a
Lkozonséges” szorzattol, hogy értéke akkor is nulla lehet, ha egyik tényezGje sem nulla (nulla hossztsagu vektor).
Belathato, hogy a skalaris szorzatra érvényesek az alabbi midveleti szabalyok:
V1 V2 = V3 Vi,
4) (Avy) - va = A(vy - v2) (A szam),

V1'(V2—|—V3):V1'V2—|—V1'V3.

2. dbra

Két vektornak wektoridlis szorzatdan azt a vektort értjiik, melynek nagysagat a két vektor altal kifeszitett parale-
logramma teriilete (1. 2. abra: v = rwsin «) adja meg, irdnya pedig merdleges e paralelogramma sikjara tgy, hogy r,
w és v (ebben a sorrendben) jobbsodréasu rendszert alkot. (r jobb keziink hiivelykujja, w mutatoujja, v kézépsé ujja
felé mutat. L. a 3. abrat.)
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Valamely w vektornak nyomatékan az r (a koordinata-rendszer O kezdSpontjabol a vizsgalt helyre mutato) helyzet-
vektornak és a w vektornak vektoridlis szorzatat értjiikk. A vektorialis szorzast a x jellel jelolhetjiik:

(5) V=rXxw.

Igy pl. a Kepler-torvényekben szerepld teriiletsebesség nem méas, mint a sebességnyomaték fele.

Az er6 (F) nyomatékat az erd O pontra vonatkozo forgatényomatékdinak (M) hivjak. Az M vektorbol az O ponton
keresztiilmend valamilyen tengelyre vonatkozé forgatéonyomatékot ugy kapjuk meg, hogy a fenti forgatényomaték
vektornak meghatéarozzuk a tengely irdnyd OsszetevGjét (vetiiletét).

Az (5)-tel definialt v vektor irdnya és nagysaga természetesen altalaban fiigg a koordinata—rendszeriink kezdpont-
jdnak megvalasztasatol, az O pont helyzetétsl, mert az r vektor kezdGpontja ebbdl indul ki. A v vektor azonban nem
valtozik, ha az r vektor végpontjat w iranyaba eltoljuk (4. abra).

4. dbra

A paralelogramma teriilete, alap szorozva a magassaggal, az eltolds utan valtozatlan marad. Az r vektor tehat a w
vektor ,tamadasvonaldnak” tetszéleges pontjaba mutathat. Az is konnyen bel4dthatd, hogyha w iranyat megforditjuk,
v irdnya is ellenkezdre valtozik. A vektorialis szorzat 0 (nulla hosszusaga vektor) lehet akkor is, ha a tényezsk egyike
sem 0. Ti. akkor, ha o = 0 vagy 7, vagyis amikor a tényez6k pdrhuzamosak. A vektorialis szorzas a skalaris szorzassal
ellentétben azonban nem kommutativ, hanem

rXw=—WXT,

a tényezsk sorrendjének felcserélésével a v szorzatvektor értelme éppen ellentétesre véaltozik (5. abra).

5. dbra

Tovabba tobbek kozott igazak az alabbi miveleti szabalyok:

)\(Vl X Vz) = )\Vl X Vo,

(7) vy X (VQ + Vg) = (V1 X V2) + (Vl X Vg).

A Kklasszikus mechanika mozgéstérvénye szerint valamely tomegpont (pontszertinek tekinthets test) impulzusanak
idGegységre es6 megvaltozasat (pontosabban az id6 szerinti differencialhédnyadosat) minden idépontban a hatéd erck
vektori Osszege hatdrozza meg. Az impulzus pedig a tOmeg és az elmozdulas id6 szerinti differencidlhdnyadosanak
(sebességnek) a szorzata. Ezért ha térben és id6ben ismerjiik a testre hato erdket, a test mozgasanak meghatéarozasa,
a mozgasegyenletek megoldasa mar ,csak” matematikai probléma. Bonyolultabb er6k esetén ez azonban igen nehéz
szamitasi feladat lehet, sokszor olyan hosszadalmas is, hogy ésszerd id6 alatt csak a modern szadmitogépek segitségével
oldhat6 meg. (L. pl. az tirhajozas péalyaszamitasat.) Eppen ezért nagyon lényeges, hogy sokszor a mozgasra igen
értékes informécidkat nyerhetiink a mozgdsegyenletek megolddsa nélkil is, akkor, ha a felléps erSk specidlis feltételeket
teljesitenek. Legtobb esetben ez az informacié a mozgasok folyamén bizonyos mennyiségek alland6 voltdban, azaz
megmaradasi elvek, tételek alakjdban jelentkezik. A kovetkezGkben a klasszikus mechanika harom ilyen megmaradasi
tételével fogunk foglalkozni.

A mechanikai energia megmaradasi tétele



Az olyan er6t (pontosabban erGteret), amelynél az er6 (F) altal végzett munka nem fiigg attol, hogy milyen palyan
keriil valamely tomegpont a tér egyik (pl. A) pontjabol a tér masik (pl. B) pontjaba (6. dbra), hanem ez a munka
csak a kezdd és végpont helyzetétdl figg, konzervativ erdnek (erGtérnek) nevezziik. Ilyen eré pl. a tOmegvonzas, az
elektrosztatikus vonzas vagy taszitas, az idealis rugoer6 stb. Nem konzervativ er6 pl. a sarlédas, ennél ugyanis a
sirlédo er6 munkaja a megtett uttal aranyos, tehat a kiilonb6z6 hossztusagi, de azonos végpontd palydkra kiilonbozs.
A konzervativ erék elbbi tulajdonsaga lehetévé teszi azt, hogy az F erd hatdsa alatt levd testekhez egyértelmien
potencialis (helyzeti) energiat rendeljiink. Kivalaszthatunk a térben egy tetsz6leges pontot (pl. a 6. abran A-t), ahol
a test potencialis energidjat onkényesen 0-nak vessziik fel.

6. dbra

Latni fogjuk, hogy az energiamegmaradési tételben tulajdonképpen csak a potencidlis energia—kiilonbség kap sze-
repet, ezért a helyzeti energianak nulla szintjét tetszélegesen vehetjiik fel. A tér valamelyik masik (pl. B) pontjaban
a testnek az F er6tol szdrmazo potencidlis energidjat azzal a munkéval definidlhatjuk, amelyet az eré akkor végez,
amikor a test a B pontbol valamilyen (az el6z8ek szerint tetszéleges) palyan A-ba keriil. Tébb konzervativ erd ese-
tén mindegyik er6hoz rendelhetiink egy - egy potencidlis energiat, és azok Osszege adja meg a test teljes potencidlis

(8) Biin + Epot = Emeen = allando.

Vizsgéaljuk meg ugyanis az energidkat, amikor a test mozgasa folyaman a 7. abran lathaté médon az [ palydjan a B
pontbol a kézeli C' pontba mozdul el (elmozdulasa legyen a kis Ar vektor).

7. dbra

Kossiik Ossze az A és B pontot valamilyen tetszéleges gorbével és szamitsuk ki a test C' pontbeli potencialis
energidjit az A — B — C uton végzett munka segitségével, mikozben hat ra az F konzervativ erd. Az F er6 munkaja
az A — B uton definicié szerint a B pontbeli potencialis energia (—1)-szerese, a B — C uton F - Ar, a kett§ Osszege
definici6 szerint a C' pontbeli potencialis energia (—1)-szerese kell, hogy legyen. Tehat

(9) _EpotC = _EpotB + F - Ar.

Legyen a test sebessége a B pontban v, a C' pontban v + Av. Ha a C pontot eléggé kozel valasztjuk B-hez, mivel az
F er6 véges, Av tetszélegesen kicsivé tehetd, olyan kicsivé, hogy |Av|-hez képest |Av|? mar elhanyagolhaté nagysagi
lehet. Igy a kinetikus energidk:

(10) Exin B = %02 = %U'U,
Exin ¢ = %(V‘FAV)'(V—FAV) =
(11) = %02 +mv-Av+ %(AV'AV) ~
A A
%EkinB—l—mK;-AV:EkinB—l—sz-Ar:EkinB—l—F-Ar.

(11)-bél F - Ar-t kifejezve, (9)-be helyettesitve és rendezve:

(12) Epot ¢ — Epot B = Ekin B — Fkin C-



Amekkora a potenciélis energia névekedése, ugyanakkora a kinetikus energia csokkenése. (12)-t atrendezve:
(13) Epot ¢ = Exin ¢ = Epot B — Ekin B-

Tehat a test mozgasa folyaman (az egymas utani kozeli pontokban és igy belathato, hogy az egész palyajan is) a
mechanikai energia allando, megmarad (mintegy konzervalodik, ezért nevezziik az ilyen erdket konzervativ eréknek).
A mechanikai energia megmaradési tételét pl. a 8. abran vazolt kisérlettel, ill. feladattal demonstralhatjuk.

8. dbra

Kérdés, milyen magasra emelkedik az A pontbol elengedett, fonalingén levé test, ha a fonalat a D-nél elhelyezett
szoggel megakasztjuk. Mivel a C' pontban ugyantgy, mint az A pontban a mozgasi energia 0, ha az erék konzerva-
tivok (amikor a surlodasi, kozegellenallast és a tobbi nem konzervativ erét elhanyagolhatjuk), elére megmondhatjuk,
hogy ugyanolyan magasra emelkedik, mint az A pontban volt, mert a potencialis energidknak meg kell egyezniiik. A
mozgasegyenletek bonyolult megoldésa nélkiil is kisérletiink, ill. feladatunk eredményét elére meg tudjuk mondani. E
feladatban kényszererd is szerepelt. A mechanikai energia megmaradasi tételének alkalmazasakor tudnunk kell azt is,
hogy az olyan erd, amely a mozg6 testet valamely palyara kényszeriti, mindig meréleges e palyara, és igy munkaja
mindig nulla. Ezért az energia—tétel alkalmazasakor az ilyen kényszererk egyszerten figyelmen kiviil hagyhatok.

Végiil megjegyezziik, hogy az energia fogalma az ismertetett meggondolasok szerint eredetileg a mechanikidban
alakult ki. A mechanikai energia megmaradasi tétele azonban nem dltaldnos jellegi, csak konzervativ erékre érvényes.
Ennek ellenére az energia megmaradasanak elve a mechanikai, s6t a klasszikus fizika teriiletén tulmend (pl. kémia)
altalanos tapasztalati torvénynek bizonyult. Ha a mechanikai energiakon kiviil a természetben el6fordul6 egyéb energi-
akat is figyelembe vessziik, akkor méar altaldnosan érvényes, hogy energia nem vész el. A nem konzervativ erd ellenében
végzett munka soran eltinG mechanikai energia mas energiafajtava alakul at. Pl. A surlodasi erg ellenében végzett
munka eredményeképpen éaltalaban a testek felmelegednek, és a fejl6dé ho azoknak an. belsé (h6tani) energidjat noveli
meg. Ezt hivjak a hdtan I. fétételének.

Az impulzus megmaradasi tétele

Egyetlen témegpont impulzusan (I), a tomegének (m) és a sebesség vektoranak (v) szorzatat értjiik. Az impulzust
szokds még mozgasmennyiségnek vagy lendiiletnek is nevezni. A témegpontokbol 4ll6 rendszer impulzusan az egyes
tomegpontok impulzusainak vektori 6sszegét értjiik:

(14) I= Zmivi.

A tomegpontokbol all6 olyan rendszert, amelynek tagjai csak egymasra fejtenek ki erGhatést, vagyis a rendszeren
kiviil levé testek nem fejtenek ki erdket, zdrt rendszernek, az egymas kozott kifejtett ercket pedig belsd erdknek
nevezzik.

Az impulzus megmaradasi tétele a kovetkezs: belsd erdk a rendszer impulzusdt nem vdltoztatjdk meg, vagyis zdrt
rendszernek az impulzusa megmarad. Ez a tétel a newtoni mozgastorvényekbdl egyszertien kovetkezik. Vizsgéljuk
meg ugyanis pl. a kezdeti helyzetiikkel a 9. dbran felrajzolt hirom témegpontbol &llé zart rendszer impulzusanak
megvaltozasat At id6 alatt.

9. dbra



Az egyszertség kedvéért csak kevés szamu tomegpontot valasztottunk és feltételeztiik, hogy két test k6zotti erShatas
a két testet Osszekotd egyenes mentén hat (centralis ersk). Kénnyen belathato, hogy a kovetkezs meggondolasaink
altalanossagban tetszéleges szamu tomegpontbol allo zart rendszerre is érvényesek. Altalaban barmely két pontszertd
test kozott lehet erGhatés, Osszesen tehat az abran lathato hat (belss) erd léphet fel. Az dbran méar tekintetbe vettiik
azt is, hogy ezek az erGk a hatas - ellenhatds newtoni torvénye szerint parosaval egyenld nagysagaak, de ellentétes
irAnytak. Mindegyik tomegpont impulzusanak egységnyi id6 alatt bekovetkezd megvaltozasa az illet§ tomegpontra
hato ersk vektori Osszegével egyenls. Ezért

Al = (—F2 + Fg)At,
(15) AL = (—F, — Fy)At,
Al = (Fl + Fa)At.

Ezeket az egyenleteket Gsszeadva:
(16) Al + Al + AI; = AT = 0.

Tehat minden id6pontban a rendszer impulzusdnak megvaltozasa nulla (nulla hosszusagu vektor), vagyis a tomegpontok
a bels6 erck hatésara csak ugy gyorsulhatnak, dgy mozoghatnak, hogy a mozgasuk folyaméan a rendszer impulzusa
alland6 marad.

Jegyezziik meg a kovetkezdket. El6szor is az impulzusmegmaradés tétele nemcesak konzervativ, hanem minden fajta
erShatas fellépte esetén egyarant érvényes. Masodszor, a (16) egyenlet vektor egyenlet lévén, tulajdonképpen nem
egyetlen, hanem harom skaléris egyenlettel egyenértéki, kiilon—kiilon teljesiil az impulzusvektor hdrom komponensére,
s igy koordinatajara is. A bemutatott levezetéshez hasonléan megnézhetjiik azt az esetet is, ha a rendszerre kiilsé
er6k is hatnak. Ilyenkor a tomegpontrendszer teljes impulzusanak idGegységre es6 megvaltozasa egyenls a kiilsé erék
vektori 0sszegével. Ezért az impulzus megmaradasa akkor is érvényes, ha hatnak kiils§ erk, de azoknak eredgje nulla.
Ha pedig a mozgés folyamén csak a kiils6 ersk eredGjének valamely iranya GsszetevGje marad nulla, akkor a rendszer
impulzusvektoranak ugyanezen iranyt komponense marad allando.

Az impulzusnyomaték megmaradasi tétele

Egyetlen tomegpontnak valamely O pontra vonatkoztatott N impulzusnyomatékin a bevezetésben mondottak
szerint a helyzetvektornak és az impulzusvektornak vektorialis szorzatat értjik (10. abra):

(17) N=rxI=(rxv)m.

10. dbra

Ha a tomegpont sebessége nem valtozik, vagyis a test egyenletes egyenes vonalii mozgast végez, nem véaltozik
a tomegpontnak barmely pontra vonatkoz6 impulzusnyomatéka sem. (L. a 11. abrat és a 4. adbraval kapcsolatban
mondottakat.)

11. dbra

Az impulzusnyomatéknak kis At id6 alatt bekovetkezs valtozasa ezért csak a sebesség megvaltozasanak a kovet-
kezménye. Igy

(18) AN = (r x Av)m =1 x Al = (r x F)At = MAt.



Tehat az impulzus—nyomaték megvaltozasa ugyanolyan kapcsolatban van a forgatényomatékkal, mint az impulzus
megvaltozasa az erével.
A pontrendszer impulzus—nyomatékan az egyes pontok impulzus—nyomatékanak vektori dsszegét értjiik:

(19) NZZI‘Z' XIt:Zmi(ri XVi).

Az impulzusnyomatékra hasznalatos egyéb kifejezések: forgési impulzus, mozgasmennyiség-nyomaték, forgdsmennyiség
vagy perdiilet.

A pontrendszer impulzusnyomatékinak megvaltozasa az egyes pontok impulzus—nyomatékianak megvaltozasabol
tevédik Ossze, ezért

(20) AN = "1 x AL =Y M;At.

Vagyis az impulzusnyomaték megvaltozasa aranyos a forgaté—nyomatékok vektori Osszegével. Zart rendszernél a belsd
er¢k forgatényomatékanak az Osszege azonban mindig nulla, miként azt pl, a 9. abran szemléltetett pontrendszernél
kozvetleniil lathatjuk (12. és 13. abra).

yx F+ Lx{-Fl=0

13. dbra

Az er6k ugyanis parosaval lépnek fel, parosaval ugyanabba a hatasvonalba esnek, de ellentétes iranyuak, igy bar-
mely pontra forgatéonyomatékuk is parosaval egyenls nagysagu de ellentétes iranyd. Ezért zdrt rendszernek a mozgdsa
folyamdn az impulzusnyomatéka is dllandé marad. Ez az impulzusnyomaték megmaraddsi tétele. A levezetésbdl az is
kittinik, hogy a megmaradéasi tétel attol fiiggetleniil igaz, hogy hol valasztjuk meg az O pontot. Természetesen az
alland6 N impulzus—nyomaték maga, mar (altalaban) fiigg a koordinata—rendszer kezdSpontjanak megvalasztasatol.
Az impulzusnyomaték megmaradési tétele is vektor egyenlet, amely harom skalar egyenlettel ekvivalens.

Hasonléan az impulzusmegmaradas tételéhez, igaz az, hogy az impulzusnyomaték akkor is allandé marad, ha
vannak kiils6 erék, de azok forgatényomatékanak vektori dsszege nulla.

Elsfordulhat az, hogy a kiils¢ forgatonyomatékok ereddje csak bizonyos pontra (O-ra) vonatkozoan nulla, akkor
csak az erre a pontra vonatkozé impulzusnyomaték marad allandé. Pl. amikor egyetlen tomegpont centralis er6térben
mozog, és az O pontot a centrumban vessziik fel, akkor a kiils6 eréknek erre a pontra vonatkozd forgatonyomatéka
nulla lesz, mivel az er¢ hatasvonala mindig keresztiilmegy a kézépponton. Ezért erre a pontra:

(21) m(r x v) = allando,

és igy allanddétomeg esetén
1
(22) 5(1‘ x v) = éllando

is teljestil, vagyis megkaptuk Kepler II. torvényét.

Az impulzusnyomaték természetesen akkor is lehet nullatol kiillonbozs, ha az impulzus zérus. PL a 14. abran
két ugyanakkora tomegl, ugyanakkora sugari korpalyan egymassal szemben elhelyezkedd, fiiggésleges tengely koriil
egyenletes kormozgast végz6 tomegpontbol allé rendszer impulzusnyomatékat hataroztuk meg.



N=2mvr = 2m%

14. dbra

Ez az eréparral analég ,impulzus-par”’ esete. Szamitassal meggy6z&dhetiink réla, hogy ebben az esetben az allan-
do forgasimpulzus nagysaga is, irdnya is a vonatkoztatési ponttol fliggetlen. Irdnya a forgastengellyel parhuzamos,
nagysaga pedig

(23) N = 2rmv = 2mriw.

Vagyis az mv nagysaga impulzust szoroznunk kell az impulzuspar 2r  karjaval". Ebb6l a meggondolasboél az is kovet-
kezik, hogy egy tengely koriil forgémozgast végzé pontok impulzusnyomatéka a koordinata—rendszer kezdGpontjanak
megvalasztasatol fiiggetlen értékd akkor, ha a tomegpontok a tengelyre szimmetrikusan helyezkednek el.

A megismert megmaradéasi tételek segitségével szamos fizikai feladatot meg tudunk oldani. Ehhez azonban nem
elég maguknak a tételeknek az ismerete, hanem mindenkor {igyelniink kell arra is, hogy megvizsgaljuk, teljesiilnek-e a
megmaradashoz sziikséges feltételek. Példaképpen nézziink meg két feladatot ebbdl a szempontbol.

m t0megi pontszerd test r sugara korpalyan, mozogjon w szogsebességgel (15. abra).

15. dabra

Kérdés az, hogy mekkora lesz a testnek a szdgsebessége, ha a kotelet a kor kézéppontjaban levs csapagyon keresztiil
meghuzva, a sugarat felére csokkentjiik. A 16. abran hasonld mozgast dbrazoltunk, de itt a kotél egy vékony tengelyre
csavarodik fel, és ezaltal rovidiil meg.

16. dbra

Kérdés, hogy mekkora lesz ebben az esetben a szogsebesség akkor, amikor a kotél fele mar felcsavarodott. (A
nehézségi er6tol mind a két esetben tekintsiink el.)

Az els6 esetben a megoldast az impulzusnyomaték megmaradasabol kaphatjuk meg. A kiils6 erd hatasvonala
ugyanis keresztiilmegy egy fix ponton, az eredeti kor kdzéppontjan, ezért az erre a pontra vonatkozo impulzusnyomaték
megmarad:

2
(24) N =rmv =mr’w =m [g] Wy,
fgy
(25) Wy = 4dw.

A maésodik esetben csak kényszerers hat. A kényszererd meréleges a pillanatnyi sebességre, igy munkat nem végez,
ezért most az energia marad allandoé:

2
(26) Bz =Dy = % [g] w3,



igy most
(27)

lesz.

Wy = 2w.



