Konnyt belatni, hogy ha egy irdnyitott torottvonal szakaszai egyenl6k, és az egymads utani szakaszok iranyitott «
torésszogel egyenltk, akkor a téréspontok egy koron helyezkednek el (1. abra), kivéve, ha o = 0, illetve o« = 7, ugyanis
ekkor a toréspontok egy egyenesen, illetve két pontban lesznek (2., illetve 3. abra).

3. dbra

Tekintstink most olyan, egyik irdnyban végtelen (a masik irdnyban véges) Py Ps ... P, ... torottvonalat, melynek
torésszogei szintén egyenldk, de barmely ¢ =2, ..., n, ... indexre P;P;1 : P,_1P; = k, dlland6 és 0 < k < 1 (7. abra).

Ko6nnyd belatni, hogy ezen toréttvonal toréspontjaibol alkotott halmaznak az o = 0, és az o = 7 esetben van egy
és csak egy torlodasi pontj (4., illetve 5. abra).

lX:o
} + | | ———¢—
A R R AR B
4. dbra
u:]l-
P B R RR B
5. dbra

Bebizonyitjuk, hogy a toréspontok halmazanak tetszéleges o mellett is egy és csak egy torlédasi pontja van.

Elég azzal az esettel foglalkozni, amikor o konvex szdg; ha ugyanis m < o < 2w, akkor a torottvonalat a sik
tetszoleges egyenesére tengelyesen tiikrozve olyan toréttvonalat kapunk, melyben a szakaszok hossza kielégiti a fenti
feltételt, és a torésszogek konvex szogek lesznek (6. dbra).

Iponthalmaz torlodasi pontjanak olyan pontot neveziink, mely koriil irt tetszbleges sugart korben — magan a torlodasi ponton kiviil —
a ponthalmaznak legalabb egy pontja helyezkedik el. (A torlodasi pont nem feltétleniil eleme a ponthalmaznak.)
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6. dbra

Ennek bizonyitasara elég megjegyezni, hogy a tengelyes szimmetria tavolsag- és szogtarto, de az iranyitott szogek
elGjelét megvaltoztatja. Legyen tehat 0 < a < 7.

Torottvonalunk értelmezésébsl kovetkezik, hogy a PPy ... és a PoPs ... torottvonalak hasonlék és a hasonlé-
sdg aranya 1:k. A két torottvonal azonos koriiljarasa, tehat megfelels elforgatassal és nagyitassal egymésba vihetd
(P1 P .. .-t vissziik P,Ps .. .-be). Az egymaéasba transzformélandé szakaszok torésszoge «, ezért az elforgatas szoge is «
lesz, a nagyitas ardnya pedig nyilvan k (tulajdonképpen kicsinyités).

Prébéljuk meg a transzforméciét agy végrehajtani, hogy a forgatéds és a nytjtas centruma azonos legyen. Jeloljiik
az e koril elforgatott toréttvonalat PPy .. .-gal. E célra olyan O pontot kell keresni, mely koriil forgatva az O, Ps,
P és az O, P, Py pontharmasok egy-egy egyenesre esnek, ugyanis ekkor a nyujtassal P;" a Pa-be, Py a Ps-ba keriil,
..., tehat ez a transzformacié megfelel feltételeinknek.

Ha O olyan pont, hogy

(1) PiOP<t = PB,OP3<1 = a,

akkor a forgatas utan az O, P,, P és az O, Ps, Py pontharmasok valoban egy-egy egyenesen lesznek. (1)-et kielégits
O pont latokorok segitségével mindig szerkeszthets, tehat van olyan pont, mely koriil elforgatva, majd ezen pontbol
mint centrumbol vetitve, a Py P ... torottvonal P, Ps .. .-ba transzformalhato.

Azt mutatjuk meg, hogy ez az O pont a torottvonalnak torlodasi pontja. Az elforgatas tavolsagtarto, a nagyitas
aranya pedig k, tehat tetsz6leges ¢ mellett (i =1, 2, ... ) OP;11 : OP; = k, ebbdl

OP,:0OP, =k-OP,_,:0OP, =k*-OP,_5:0OP,=...=k"1. 0P, : OP, = k"1,

vagyis
OP, = k" '.0OP,.

0 < k<1, és OP; véges szam, tehat n novekedtével OP,, — 0, eszerint az O koriil irt tetszés szerinti sugara korben
valéban van tordttvonalbeli toréspont. Ezzel allitasunk els6 felének bizonyitasat befejeztiik.

Nyilvanvalo, hogy a torlédasi pont akkor is 1étezik, ha a toréttvonal ugyanazokkal a tulajdonsagokkal rendelkezik,
mint eddig, de mindkét iranyban végtelen. A tovabbiakban ilyen torottvonalakkal foglalkozunk. Ebben az esetben a
0 < k < 1 megszoritas sem sziikséges, elegends a 0 < k # 1 kik6tés. Bebizonyitjuk, hogy a téréttvonalnak csak egy
torlodéasi pontja van.

A bizonyitast indirekt uton végezziik. Tegyiik fel, hogy @ a toréspontok halmazénak — O-t6l kiillénbozd torlodasi
pontja. Hizzunk @ kozépponttal olyan sugard kort, hogy O a koron kivil essék. Vegyiink fel tovabba olyan, O
kozépponta korgytrtt, mely tartalmazza a @ kdzéppontu kort (8. abra).

8. dbra

Két pozitiv szam kozott egy meértani sorozatnak csak véges sok kiilonbozs tagja lehet (a héanyados nem 1). Az
OP; tavolsdgok mind kiilonb6z6ek és mértani sorozatot alkotnak, tehat a korgytriben legfeljebb véges sok toréspont
helyezkedik el. A @Q kozéppontd kérben van @Q-t6l kiilonboz6 toéréspont, hiszen @ torlodasi pont, de a toréspontok



szama véges. Akkor viszont van kozottiik olyan, melynek Q-t6l mért tévolsdga a legkisebb. Az ennél a tavolsagnal
kisebb sugari, @ kozépponti kdrben mér nincs a Q-t6l kiilonbozs toréspont, tehat ¢ nem lehet torlodasi pont. Ezzel
bebizonyitottuk, hogy a tordttvonalnak egy és csak egy torlédasi pontja van.

Nézziik meg, milyen tulajdonsagokkal rendelkezik ez a pont.

Rogzitsiik a torottvonal egy tetszés szerinti szakaszat (legyen ez Py P), és k értékét. Bebizonyitjuk, hogy ha az «
torésszog 0 és 27 kozott valtozik, akkor a torlodasi pontok mértani helye egy kor.

A 0 < a < 7 esetben lattuk, hogy OP; : OP, = k. Egy korabbi allitisunk értelmében ez az ardny a 7 < o < 27
esetben is fennall, és konnyen utdnaszamolhatunk, hogy az o = 0 és a = 7 esetben is igaz.

Ekkor viszont az O pont az ugynevezett Apollonius-féle koron helyezkedik el. Ezen kor minden pontja a mértani
helyhez tartozik, hiszen a kor tetszéleges pontja meghatarozza a PyOPy<t = « sziget, és az « torésszogi tordttvonal
torlodasi pontja éppen a koron kivalasztott pont lesz. Tehat a kérdéses mértani hely valéban egy kor (9. abra).
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9. dbra 11. dbra 10. dbra

Ha most a torottvonal egy rogzitett szakasza mellett a torésszog allando és k értéke valtozik, akkor a torlodasi
pontok mértani helye egy koriv a két végpont és a koriv ivfelez§ pontja nélkiil, illetve o = 0 esetben két félegyenes a
végpontok nélkiil és o = 7 esetben egy szakasz a végpontok és a szakaszfelezGpont nélkiil.

Allitasunk kovetkezik abbol, hogy PLOP»<t = a, tehat 0 < a < 7 esetben O egy koriven helyezkedik el. (Azért
nem két koriven, mert « irdnyitott szog.) Ennek a korivnek azok a pontjai nem tartoznak a mértani helyhez, melyekre
OP, : OP, =0, o0, vagy 1 (10. abra).

Ha 7w < a < 2w, akkor az el6z6 esetb6l Py P, egyenesére valo tiikrozéssel nyerjiik a megoldast.

a = 0, illetve @ = 7 esetben a P; P> egyenesen helyezkednek el a torlédasi pontok a P P» szakaszon kiviil, illetve
beliil. Csak azok a pontok nem tartoznak a mértani helyhez, melyekre OP; : OP, = 0, 0o, vagy 1 (11. abra).



