Megjegyzés az 1224. gyakorlatho

Megmutatjuk, hogy a végzett miiveletsorozat végén a szam elejére atirt szdmjegy csak 7-es lehetett.
Jeloljiik Joska eredetileg gondolt szaméat x-szel. Ebb6l a végzett szorzasok, dsszeadasok utjan a kdvetkezd szamot
képeztiik:

(1) y:77-33[23-11(23x+1)+1]
Jeloljiik ennek utolso szamjegyét B-vel, az utolséd szamjegy elhagyasaval kapott szamot A-val, azaz legyen
y=10A+ B.

Itt B > 0, hisz kiilonben nem lehetne oszt6, masrészt nyilvan B < 10.
A végzett tovabbi miveletek alapjan

(2) 1071 B4+ A = B(104 + B),

ahol k az y szam szamjegyeinek szama. Atrendezéssel adodik

101 - B
A=5 10B—-1"
s ebbdl
10 —1
3 —10A+B=B-— .
(3) y + 108 —1

Amennyiben tehat van megoldas, akkor y csak (3) alakt szam lehet. Ezt az értéket (1)-be visszahelyettesitve
lathato, hogy a
10F -1
(10B—1)-7-3-112

kifejezés egész szam. Mivel B nem oszthato 11-gyel, azért 10X — 1 oszthat6 11%-nel. Nézziik meg, hogy ez milyen k
értékek mellett teljesiil.

Mindenekelétt megéllapitjuk, hogy a 11-gyel valé oszthatosag is csak akkor teljesiil, ha k& paros. Legyen ugyanis
k = 2n + m, ahol m = 0, ha k paros és m = 1, ha paratlan, igy

10 — 1 =10"(10*" — 1) + 10™ — 1.

Itt 10*™ — 1 oszthaté 10 —1 = (10 — 1)(10 + 1)-gyel, igy valoban az oszthatosaghoz sziikséges és elégséges, hogy m = 0
legyen, és eszerint k = 2n.
Méarmost ahhoz, hogy a 11%-nel valé oszthatosag is teljesiiljon, a

(102)" — 1

(4) o = (0T (107" 4 (10%) + 1

hanyadosnak is oszthatonak kell lennie 11-gyel. Nem nehéz belatni, hogy ez igy alakithato:

(10%)™ — 1
102 -1
+3- (109" *. (10> = 1) + ... + (n — 1) - (10%)° - (10> = 1) + n.

= (10%)""2.(10% — 1) +2- (10*)" % . (10* — 1)+

Mivel a jobb oldalon az utolsé tag kivételével minden tag oszthaté 102 — 1-gyel, s igy 11-gyel, sziikséges és elégséges,
hogy n oszthato legyen 11-gyel, tehat 10¥ — 1 akkor és csak akkor oszthaté 11%-nel, ha k = 22 r alaku.
Behelyettesitve ezt (3)-ba, (1) felhasznalasaval nyerjiik, hogy a

B(10%2 — 1)

77-33(10B — 1)
23

—1
(5)

[=11(232 +1)]

kifejezés egész szam. Megjegyezziik, hogy 10%*” — 1 mindig oszthat6 23-mal. Mivel (10?%)" — 1 oszthat6 10%? — 1-gyel,
elegend6 az utobbirol belatni, hogy oszthaté 23-mal. Mivel

1022 = 10%- 10* - 10,

1Lasd a megoldast ezen szdmban, 214. o.



azért 23-mal osztva

10% maradéka: 8,

10% = (10?)? maradéka megegyezik 82 = 64 maradékaval, ami 18,
108 = (104)2 maradéka megegyezik 18% = 324 maradékaval, ami 2,
10'6 = (10%)? maradéka megegyezik 2% maradékaval, ami 4 és igy
10%? maradéka megegyezik 8 - 18 - 4 maradékaval, ami pedig 1. Tehat
10%2-t 23-mal osztva l-et kapunk maradékul, igy

10?2 — 1 valéban oszthaté 23-mal.

Ebbdl kovetkezik, hogy az (5) kifejezés csak akkor lehet egész, ha 10B — 1 oszthaté 23-mal; kiilonben ugyanis a
szamlalobeli tort kifejezés oszthatdé maradna 23-mal, a masodik viszont nem oszthato vele, tehat (5) nem lehetne egész.
Marmost a szdmjegyeket sorra véve 10B — 1 csak B = 7 esetén oszthat6é 23-mal.

Ezt a gondolatmenetet végigjarva nincs sziikség Pista ellesett adatara; ezt viszont gyakorlat-megoldéinkt6l nem
kivanhattuk meg.

Megjegyezziik végiil, hogy meggondolasunk joval rovidebb lett volna az tn. Fermat-tétel felhasznalasaval.



