A cstszasmentes gordiilés dinamikai elemzése

Azzal az esettel foglalkozunk, melynek sordn a gordils ellenéllds elhanyagolhat6. Az el6zGek értelmében a pilla-
natnyi forgastengely a gordiils testnek a feliilettel érintkezs alkotoja, mely a testhez és a feliilethez képest is id6ben
valtoztatja helyzetét. Mivel a mozgas a pillanatnyi forgastengelyek koriili elemi forgésokbol tevédik Ossze, ezért a
pillanatnyi forgastengelyre barmely pillanatban az M = © - § alaposszefiiggés érvényes.
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1. dbra

Hasson F' vizszintes er6 a stlypontban (méas esetekben értelemszertien kell eljarni), ekkor az 1. dbra szerint
F.r= ®A : ﬂv

ahol © 4 a testnek a pillanatnyi forgastengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka. Ha ismerjiik a testnek stulyponton
dtmend tengelyre vonatkozoé tehetetlenségi nyomatékat, akkor a vele parhuzamos, r tavolsdgban levs tengelyre a
tehetetlenségi nyomatékot Steiner tétele adja:

O4=0Og5+m- r?
Behelyettesitéssel és -t = a; figyelembe vételevell

F= M +m-as
r
adodik. Tudjuk azonban azt, hogy nem pontszeri test esetén a testre haté erék eredgje a test stulypontjanak gyorsulasat
hatarozza meg. Jelenleg az mg gravitacios erd és az F,, alatamasztasi erd eredje zérus, mert az Osszes tobbi szerepld
erd vizszintes és a gyorsulas is vizszintes. Ezért ezek az erck a gyorsulas szempontjabol figyelmen kiviil hagyhatok. Igy
a dinamika alapegyenlete:
F—Fs,=m-as.

Az el6z6 képlettel 6sszehasonlitva a tiszta gordiiléshez sziikséges surlodasi erd
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Annal nagyobb strlodasi erére van sziikség, minél nagyobb gyorsuldst akarunk a testen létrehozni. Ezt a surlodasi
er6t vagy a nyugalmi surlodés, vagy hataresetben a tapadasi strlodas biztositja, az Fs < ug - m - g Osszefliggés alapjan
adott gyorsulas esetén
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kell, hogy legyen. Az utébbi egyenlStlenség jobb oldalan levd érték™ hengernél 20s /g, gbmbnél £ as /g, abroncsnél

as/g.
A vizsgalt gordiilést dinamikailag masképp is felfoghatjuk, ennek érdekében redukaljuk az. erdket a stulypontba (2.

abra).
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2. dbra

Hasson még a testre a silypontban egy Fy és egy —F; erd (ezzel az er6k eredgjét nem valtoztattuk meg). Rendezziik
az eréket ezutan egy a stlypontban haté F' — F, ered6vé, melyrél tudjuk, hogy a silypont gyorsulasat hatarozza meg,
és egy M = Fy - r forgatényomatéku erGparra, melynek nyomatéka barmely tengelyre, tehat a sdlyponton atmend

LA kdvetkezSkben is a csillaggal jelolt szamitasokat az olvasonak célszerd elvégeznie.



tengelyre is allandé. Ez a nyomaték allandé szoggyorsulast hoz létre. Az egyenletek, melyeknek egyidejtileg fenn kell
allniuk, a kovetkezGk

F—F,=m"-ag,
F,-r=0,-0

Tehat a mozgas felfoghat6 tgy, mint a silypont egyenletesen gyorsulé haladé mozgasa és a stlyponton atmend tengely
koriili egyenletesen gyorsulé forgomozgés. Ugyantgy, mint ahogy sebességek esetében tettiik, itt is lathato*, hogy 3
ugyanakkora, mint a pillanatnyi forgastengely koriili szoggyorsulas, azaz a cstuszasmentes gordiilést jelenleg a vy = r-w
Osszefiigges helyett az a a; = 70 kinematikai egyenlettel tudjuk figyelembe venni. Az igy nyert egyenletek természetesen
az el6z6 megoldas Osszefiiggéseivel egyenértékiiek, barmely meghatarozasra varé mennyiségre ugyanezt az eredményt
adjak.*

Hogy a kétféle gondolkodés alkalmazéasaban gyakorlatra tegyiink szert, vizsgaljuk meg az a hajlasszogi lejtén
leg6rdils gémb esetét (O, = (2/5) - m - ra).

1. A pillanatnyi forgastengely koriil a test forgémozgast végez (3. abra).

Ebben az esetben

My=m-g-r-sing
Oa=(2/5)-m-r*+m-r%=(7/5)-m-r%

igy a szoggyorsulas

5 % _ bgsina
o @A o r '

A sulypont gyorsulasa
as=p-r=(5/7)-g-sina.

Az egyenletekben természetesen sem Fy, sem F, nem szerepel, mivel ezek az er6k A-n mennek keresztiil, igy nyo-
matékuk A-ra zérus. Ha a sturlodasi erst is ki akarjuk szamitani, akkor a stlypont mozgésara felirt mozgasegyenletet
is fel kell hasznalnunk. Mivel a silypont gyorsuldsa, tehdt a testre hato Gsszes erd eredGje és a surlodasi erd is lejtd
irdnya, ezért az mg gravitacios er6 és az F, alatamasztasi eré eredGje is lejtGirdnya kell, hogy legyen. A jol ismert
szamolas alapjan* ez az ered6 mg - sin o nagysagi, és a lejtén lefelé mutat. Ugyanakkor F,, = mg cos a. Igy a stlypont
mozgasara

mg-sina— Fs=m-(5/7)g - sina,

azaz
Fs=(2/7)-m-g-sina.
A cstszasmentes gordiilés feltétele
o = Fs/Fn = (2/7)tga'

2. A sialypont gyorsulé mozgasahoz a sulyponton atmend tengely koriili egyenletesen gyorsuld forgomozgas jarul
hozza (4. abra).

4. dbra

A dinamika alaptorvényének egyenletei komponensenként (lejtSiranyban és arra merdlegesen) az eréredukcio utan.

m-g-sina— Fs =m-as,

F,—m-g-cosa=0.



A forgémozgas alapegyenlete:
Fo-r=(2/5)-m-r?- 6,

és a csiszasmentességet biztositd kinematikai egyenlet
as = -r.
Ezekbdl az egyenletekbdl a mozgas az el6bbivel egyenértékiien vizsgalhato.*

Gordiilés cstuszassal

Nem tiszta gordiilés jon létre példaul az 1. dbra esetében, ha

O, - as

mg-r2’

Mo <

Ekkor a test csuszni fog, s a csuszasi surlodas Fs = pmg értékét adottnak kell venniink (u a csiszasi surlodasi
egyitthato). Mivel most a testre hatd Osszes er6t ismerjiik (5. dbra), a stlypont gyorsulasat meg akarjuk hatarozni.

Az
F—umg=m-as
egyenletbdl:
F
s = — — ug.
m

A forgatonyomaték eréredukcioval M = p-m - g - r, tehat a szoggyorsulas

_pemg-r
6—765 :

B és as ismeretében a pillanatnyi forgastengely helyét a silyponttol az

as _ F/m—pg
O,

€r =

Osszefiiggés adja meg. Mivel F' > - m - g, azért x > 0, vagyis a pillanatnyi forgastengely a sulypont alatt van. Ha a

O, - as
p<po<_—73
m-g-r
Osszefiiggést felhasznaljuk, z-r6l konny bebizonyitani* az x > r egyenlStlenséget, vagyis a pillanatnyi forgastengely a
testen kiviil helyezkedik el.
A pillanatnyi forgastengelyt masképp is megkereshetjiik. Ha ez a sulyponttol x tavolsagra van, mivel a tengely
koriil pillanatnyi forgas torténik, akkor

Fx — Fy(x — 1) = (04 + ma?)B.

A szoggyorsulas el6bbi § = umgr/O4 értékével z-re a mar megismert 6sszefliggés adodik.*
Erdtani elemzés pillanatnyi forgastengely esetén

Egy dolgot az eddigiek szerint is vildgosan kell latnunk. A pillanatnyi forgastengely koriili elemi forgés esetén nem
érvényes a forgomozgasok dinamikajanak az a tétele, hogy ,tiszta” forgdmozgés esetén a testre hato erdk ereddje zérus,
azaz a testre hato er6k erGpart alkotnak. Ez csak akkor &ll fenn, ha a pillanatnyi forgastengely a gyorsuldé mozgast
nem végzs silyponton megy keresztiil. A legutobbi pillanatnyi forgastengely keresés esetén példaul F' és Fs eredGje
sohasem lehet zérus (5. abra).

A pillanatnyi forgastengely ismeretében barmely helyzetben (tehat nem az id6 fiiggvényében) elemi modszerekkel
meg tudjuk hatarozni a sulypont gyorsulasat.



6. dbra

A fal mellett surlodasmentesen lecstszo rudat vizsgalva djra, a 6. abra szerint Fj,; és F,o atmegy a pillanatnyi
forgastengelyen, ezért forgatényomatékuk egyenként zérus. A gravitacids eré nyomatéka és a tehetetlenségi nyomaték:

M =mg-(l/2)cosa,

N 1, SR
Oy4=0,+m 3 = —ml“+m- = —ml”“.

A szoggyorsulas

3 M 3gcosa
Qa2
ezzel a silypont gyorsulasa
I 3g-cosa
as = /8— =

A testre hato harom erg eredGje m-as, és mivel mg a sulypontban hat, kell, hogy F,; és Fj,2 eredGje is a silyponton
menjen Kkeresztiil. Ezért az adott helyzetben F,; és is F,2 meghatarozhato*, s ezzel a dinamikai targyalas teljes.

Dinamikai jellemzés kijelolt forgastengely esetén

Vizsgaljuk meg a dinamikai targyalast olyan esetben, amikor kijelolt forgastengely van, de az nem megy at a
silyponton.

A vizszintesen elengedett rud egyik végén atmend, a ridra mer6leges tengely koriil billenhet le. Hatarozzuk meg a
silypont gyorsulasat és a tengelynek a testre gyakorolt kényszererejét a rad egy adott helyzetében.
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7. dbra

Az egyszertség érdekében tekintsiik elGszor a rud vizszintes helyzetét (7. abra).
A sz6ggyorsulés

My 39
b= O4 2
a stlypont gyorsulasa
b, 3
as = iﬁ - Zg

A testre hato erdk ered§je Newton II. torvényébdl
mg — Fqu = mas,

m
amibél Fy = Tg adodik. Ha tehat az elengedés el6tt a test a masik végen is ald volt tdmasztva, az Fs4 kényszerers

az elengedés pillanataban az mg/2 értékrol felére csokken. Ezt az erdcsokkenést mindenki érezheti, akinek tarsa egy
gerenda masik végét elengedi.




Egy tetszGleges, a fiiggslegessel v szoget bezard helyzetben (8. abra)
l
My =mg- g-sinoz.
A szoggyorsulas
3= My 3-g-sina
- Oa 20 7
és a stlypont érintSiranyu (tangencialis) gyorsulasa:
Bl .
— = —gsina.
2~ 17

A testre hato erék ereddje, mely az érintSiranyu gyorsulast létrehozza

as =

F=m-a,= ngsina,

mely er$ a vizszintessel a szoget zar be. Az mg és m - as ismeretében az F ered6khoz hozzajarulo F’y kényszerers
meghatarozhat6. Ha ehhez hozzavessziik még azt az er6t, mely az A pontban hat és irdnya a sulyponton megy ke-
resztiil, amely erd a pillanatnyi centripetalis gyorsulast biztositja (latni fogjuk, hogy a sulypont sebességét a helyzet
fiiggvényében szintén ki tudjuk szamitani elemi modszerekkel), akkor a centripetélis er6 és F'y ereddje a kivant Fa
csaper6t adja.

A 9. 4bra szerint*

F = % 1+ 15 cos? av.
Az egész problémat természetesen ugy is meg lehet oldani, hogy az ertket a sulypontba redukéaljuk (hasonldan a 4.
abrahoz). Ekkor belathato, hogy F/yx forgatényomatéki erdpar a stlypont koriil éppen az el6bbi szdggyorsulast hozza

létre (z az Fy hatasvonalanak a stlyponttol valo tavolsaga).
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10. abra

1
Az abra szerint a [-val jelzett szogre* tgf = 1 tg «, tovabba a 10. dbra szerint™*

T = l sin ii‘cg a
2 2,/16 +tg% a 7
ezzel a kérdéses er6par nyomatéka
M;=F) -x.
Ebbdl és a 8 = M,/O;, egyenletb6l
5= 3¢ - sina
20

adodik.* Innen a feladat tovabbi elemzése mar ismert.

A feladat vildgosan mutatja és Gsszefoglaloul ezt kell hangsulyoznunk, hogy ha a forgémozgés alapegyenletét a
forgastengelyre irjuk fel, megkapjuk a szoggyorsulast és ebbdl a sulypont gyorsulasat. A testre hato Osszes eré hatasat
azonban csak a silypont mozgésara vonatkozé dinamikai alapegyenlet adja meg. A masik lehet&ség az, hogy az
erket a silypontba redukalva felirjuk a dinamika alapegyenletét és a sulyponton &dtmend tengelyre a forgémozgés
alapegyenletét. Ekkor ag és 8 kozott kapcesolatot az teremt, hogy van a testnek egy olyan pontja (ill. egyenese) — ez a
forgastengely — melynek gyorsulasa zéro.



