Kérdés: A 702. feladat megolddsdndl sziikségink volt az eredd forgatonyomatékra. Nem latjuk vildgosan, hogyan
kell értelmezni ezt a fogalmat. (Tobb megoldd).

Felelet!. Foglalkozzunk a feladat megoldasa el6tt azzal, hogy pontosan mit értiink eredé erén, illetve forgatényo-
matékon.

A wektor geometriai definicioja: irdnyitott egyenes szakasz megadott miveleti szabalyokkal. Ezek a miveleti sza-
balyok (1. Dozsa Marton cikkét: K. M. L. 33. kotet 159. lap):

1. Két vektor azonos, ha egymasba parhuzamos eltolassal atvihetd.

2. Két vektor 0sszegét a paralelogramma moddszerrel kaphatjuk meg: a masodik vektort ugy toljuk el 6nmagéaval
parhuzamosan, hogy kezd&pontja egybeessen az els6 vektor végpontjaval. Ekkor az elsé vektor kezdSpontjatol a masodik
vektor végpontjaig hizott egyenes szakasz definici6 szerint a két vektor Osszege.

3. Valos szammal valo szorzés (jeloljiik a valos szamot a-val): a vektor hosszat a-szorosara véltoztatjuk, ha o > 0,,
és (—a)-szorosara, ha a < 0, de ekkor a vektor iranyat ellentétesre kell valtoztatni.

4. Két vektor skalaris szorzata szam: (a mivelet szokasos jele a-b vagy ab) a két vektor hosszanak és a kozbezart
sz0g koszinuszanak szorzata (ab = a-b - cos ).

5. Két vektor vektorialis szorzata vektor, mely meréleges a két vektor altal kifeszitett sikra (a mtvelet szokasos
jelolése axb, az a, b, axb vektorok (ilyen sorrendben) jobb rendszert alkotnak; hossza a két vektor hosszanak és a
kozbezart sz0g szinuszanak szorzata (Ja x b| = |a| - |b| sin ).

Az elmozduléason kiviil vektorra fizikai példa a sebesség, gyorsulés, erd, elektromos térerésség és még egy sor fizikai
mennyiség.

Eddig nem beszéltiink tdmadasi pontrol. Azért, hogy ezt a fogalmat bevezethessiik, foglalkoznunk kell a merev
test egyensilyanak problémajaval. Ismerjiik Newton II. Torvényét: ma = P, ahol P a tomegpontra hat6 er6, a a
tOmegpont gyorsuldsa és m a tomege. A merev test egyensilyanak feltételét ugy vezethetjiik le, hogy a merev testet
sok tomegpontbol allonak tételezziik fel. Példaul a merev test atomjait kiilon tomegpontoknak tekintjiik. Jeloljik a
merev test i-edik tomegpontjara hato kiilsé (pl. gravitacios) erét P;-vel, a j-edik tomegpontnak az i-edikre hato erejét
F;;-vel (ezek az erdk, az un. belss erck tartjak ossze a testeket, és Newton III. torvénye szerint F;; = —F;, valamint
feltételezhetjiik, hogy F;; a két atomot OsszekOts egyenessel parhuzamos (centralis erd). Igy fel tudjuk irni az (m;
tomegt, a; gyorsulasa) i-edik atom mozgasegyenletét:

m;a; = P; + Z Fij,
J

ahol az Osszegzés az Osszes tObbi atomra kiterjed. Ezt az egyenletet a merev test Gsszes tomegpontjara felirhatjuk.
Most adjuk Gssze az Osszes ilyen egyenletet:
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Az egyenlet bal oldala éppen a silypont gyorsuldsa szorozva az egész test tomegével: a jobb oldal elsé tagja P = Z P,

3
a testre hato Osszes kiils§ er6 Osszege; masodik tagja, melyben minden F;; mellett a megfelel§ F;; = —F;; is szerepel,
nulla.
Igy tehat a merev test egyensilyanak elsd feltétele (egyensuly esetén a gyorsuldsok nullak):

> Pi=0,

vagyis a testre haté kiils6 erék 6sszege nulla.
Az egyensuly mdsodik feltételét ugy kapjuk meg, hogy az i-edik tomegpont mozgasegyenletét vektoridlisan meg-
szorozzuk r;-vel, a tomegpont helyvektoraval (az origotol a tomegpontig huzott vektorral):

mirixai:rixPi—l— E I‘iXFij.
J

Ismét Gsszegezziink (mint az el6bb) i-re:
Zmiri X a; = Zri X Pl —|—ZZI‘1 X FU
i i i

A bal oldal a test impulzusmomentuménak nevezett fizikai mennyiség idgbeli valtozasat fejezi ki, esetiinkben ez a tag
nulla (egyenstly); a jobb oldal masodik tagja szintén nulla (bizonyitasa az el6z6ekhez hasonléan torténik, felhasznalva
a belsé F;; erck centralis voltat), az egyensuly feltétele tehat

ZriXPi:O.

L A feladatot I. ugyanezen szam 46. oldalan.



Az 6sszeget ugy kell kiszdmitani, hogy a testre hato eréket vektoridlisan megszorozzuk annak a helynek a helyvekto-
raval, amelyik helyen az er6 hat”, és ezen vektorokat Ossze kell adni. A testek kolcsonhatésat nemcsak az erd jellemzi
(pl. mekkora és milyen irdnyu a kotélers), hanem azt is meg kell mondani, hogy a két test kolcsonhatasanak hol van
a helye (pl. hol van a testre rakotve a kotél). Ezek utédn az erének a testre gyakorolt hatasat a kovetkezs adatokkal
jellemezhetjiik: milyen nagysagt és iranyu a hatas (erd, P); hol van a kolcsonhatas (tdmaddsi pont, helyvektora r). A
tamadasi pont tehat nem az er6 jellemzGje, hanem az erdvel egyiitt jellemzi a kolesénhatéast. Az erd forgatonyomatékin
az r x P vektorialis szorzatot értjiikk (1. abra).

1. dbra

Visszatérhetiink alapproblémankra: a Zri x P, Osszeg nem més, mint a testre hato kiils6 erék forgatényomaté-

kanak osszege. Igy az egyensuly masodik feltétele:

ZMk:O.

k

(Az osszegben a testre hato valamennyi er¢ forgatonyomatéka szerepel.)

Ezt a feltételt egyszertibben is fel lehet irni, ha a testre hato erék tamadasi pontjai (a kolcsonhatés helyei) egy sikban
vannak, és az erSk ezen sikkal parhuzamosak (a kozépiskolaban el6fordulé legtobb feladat ilyen). A vektorialis szorzat
definicidja szerint ui. az Gsszes forgatonyomaték vektor meréleges lesz erre a sikra, vagyis egymassal parhuzamosak
lesznek. Parhuzamos vektorok Gsszeadasa kiilonosen egyszeri: a vektorok abszolut értékének (nagysaganak) algebrai
Osszege lesz az eredd abszolut értéke, figyelembe véve az elGjelet, vagyis hogy a sikra mer6leges vektor ,lefelé” vagy
Jfelfelé” mutat-e (ahogy mondani szoktak: a pozitiv iranyba forgaté eré nyomatéka pozitiv és a negativ irdnyba forgatoé
negativ, vagy éppen forditva). Az egyensuly feltétele ,egy sikban hatd” erck esetén:

> My =o.
k

Az M, forgatonyomatékot a vektorialis szorzat fenti definiciojanak megfelelGen tgy kell kiszamitani, hogy parhuza-
mos egyenest rajzolunk a tdmadasi ponton keresztiil az erével (hatésvonal), majd az origonak és ezen egyenesnek a
(merdleges) tavolsagat (az er6 karjat) megszorozzuk az erd nagysagaval (1. abra).

Osszefoglalva: a merev test egyensilyanak feltétele: a testre hato ersk vektor—osszege nulla és a testre hato erd for-
gatonyomatékainak algebrai 6sszege nulla, ha a testre csak egy sikban hatnak erdk, a fenti értelemben. A tovabbiakban
csak egy sikban hato erékkel fogunk foglalkozni.

Eddig nem beszéltiink a vonatkoztatasi pont — origéd helyérél. Kénnyen bebizonyithato, hogyha egy merev testre az
egyensily elsg feltétele teljesiil és a forgatonyomatékok algebrai 6sszege a tér valamely pontjat origonak tekintve nulla,
akkor biztosan nulla a tér tetsz6leges mas pontjat tekintve origonak. Igy az egyensulyi feltételek felirasanal teljesen
mindegy, hogy a tér melyik pontjat valasztjuk vonatkoztatasi pontnak. Egy masik pontot valasztva nem kapunk az
eddigiektsl fliggetlen egyenletet.




Lattuk tehat, hogy a merev test egyensilyanak feltételében nem szerepel a kolcsonhatés helye (az r helyvektor),
csak a hatasvonalnak az origotol mért tavolsaga (az ers karja). Ha a testre hato P erd tamadasi pontjat a hatasvonal
mentén eltoljuk, de az er6t nem véltoztatjuk meg (2. abra) (pl. a testre kotott kotelet a test egy megfelels helyzeti
masik pontjara kotjik at, és tovabbra is ugyanolyan nagysaga és iranyu erdvel huzzuk, mint eddig), az egyenstly
feltételei sem valtoznak meg. Az erd valtozatlan marad (az elsé feltételben csak az erd szerepel); a mésodik feltételben
az er6 forgatényomatéka szerepel, am ez sem valtozik, mivel az erd és az er6 karja is valtozatlan marad.

Az eddigiek alapjan viladgos, hogy az egyensuly els6 feltételének felirdsakor két erd helyett a vektorosszegiiket is
beirhatjuk, de ezt nem tudjuk megtenni a méasodik feltételnél, mivel ebben szerepel a kolcsénhatés helye, a tamadasi
pont is. A kozépiskoldban tanult er6osszegzési eljarasok azonban megadnak egy fiktiv tamadasi pontot (helyvektora
r’) (3.4bra), amely ugyan nem kolcsonhatési hely, de ha a két kolesonhatast ezen fiktiv tAmadasi pontt ereds erével
(P = P; + P») helyettesitjiik, ezen fiktiv kolcsonhatés minden szempontbol helyettesiti a két eredeti kolcsénhatést.

o

3. dbra

Ez az ered§ kolcsonhatas nem egy igazi kdlcsonhatés, ami onnan is latszik, hogy a tdmadési pontja nincs feltétleniil
a testen. Tehét a fiktiv kolcsonhatasban szerepld er6 a két erd vektorosszege, és a fiktiv kdlcsonhatasban szerepld erék
forgatonyomatéka egyenls a két kolcsonhatasban szerepls erd forgatényomatékanak osszegével a tér barmelyik pontjat
valasztva origoul.

Egyetlen probléma a fiktiv tamadési pont helyének meghatarozasa. A 702. feladatban annak a bizonyitasa volt a
feladat, hogy a kozépiskolaban megismert modszerek helyesek a fenti szempontboél. Igy két nem parhuzamos, ,egy sikban
fekv®” erd ereddjének fiktiv tdmadési pontja a fentebb pontosan definidlt hatasvonalak metszéspontja; parhuzamos
er6kre pedig az ismert kissé bonyolultabb szerkesztési eljaras altal megadott pont.

Vegiil vizsgaljuk meg kicsit részletesebben az erépart! Ha egy merev test egyik pontja (r1) egy P erd tamadasi

pontja és egy masik pontja (r2) egy —P er6é, akkor a merev testre er6par hat (4. abra).

Az er6péar eredGje:

P+ (-P)=0,

azonban az ered¢ forgatonyomaték ki hez a P-hez tartozo, ky a —P-hez tartozo erckar)
M = Pky — Pko = P(k1 — ko)

nem nulla, ha a két hatédsvonal nem azonos. Tehat a merev testre hato két ilyen hatast nem helyettesithetiink egyetlen
(fiktiv tamadasi pontd) erShatassal, mert a nulla nagysaga eré (a két er6 ereddje) forgatonyomatéka mindig nulla.
Erépar esetében nem beszélhetiink egyetlen eredd (fiktiv) kolecsonhatésrol, amely minden szempontbdl (a forgatonyo-
matékok szempontjabol is) helyettesitené a két eredeti kolesonhatast. Az egyenstly elsS feltételének felirdsakor (ebben
nem szerepel forgatényomaték) az erépér helyett mindig beirhatjuk az eredd erdt, azaz nullat. (A masodik feltételnél
ezt természetesen nem tehetjiik meg, mivel nincs fiktiv [eredd] tamadasi pont.)

Els6 olvasaskor a cikkben szerepls levezetések kihagyhatok.
A cikket kollektiv feldolgozasra ajanljuk kozépiskolai fizika szakkoroknek. A szerzs szivesen valaszol az esetleges
problémakat, észrevételeket tartalmazo levelekre, melyeket a szerkeszt&ség cimére lehet kiildeni.



