Az 1598. feladat II. megoldésaﬂ egy geometriai transzformaciot hasznalt fel, ami — az ott szerepld szamadatoktol
fliggetleniil — a kovetkezdképpen irhato le:
Adott a sikon egy C pont és egy r tavolsag. Minden a C-t6l kiillonbézé R ponthoz a C'R félegyenesnek azt a P
pontjat rendeljiik hozza, amelyre
CP-CR=r>

C-nek nincs képe és nem is képe egy pontnak sem.

Vil4gos, hogy ennél a leképezésnél forditva is, P képe R, és hogy a C kozéppont, r sugaru k kor pontjai egybeesnek
a képiikkel, a kor belsejében levS pontok képe a koron kiviil van és viszont. Ezt a leképezést a k korre vonatkozo
inverzionak vagy tiukrézésnek szokas nevezni. Ismerkedjiink meg vele kicsit kozelebbrél.

A definici6 szerint a C-bél induld félegyenesek (C-t nem szamitva hozzajuk) az 6nmaguk képei, de csak egy-egy
olyan pontjuk van, amely a sajat képe; a C kozépponta korok egy ugyanilyen korbe mennek at (de koziiliik csak k
megy at 6nmagaba).

A tovabbiakban gyakran hasznaljuk fel a kovetkezs segédtételt:

Ha az R1, Ry pontok képe Py, Ps, és az R1Rs egyenes nem megy dt C-n, akkor a CP, Py és a CRyR, hdromszdg
hasonlé (1. abra).

1. dbra

Valéban, CP; - CRy = 12 = CP, - CR,, amibdl a kdvetkezs aranyok egyenlségét kapjuk:

CP.  CRs
CP,  CR;’

tovabba a két haromszog C-nél levl szoge kozos. Ebbdl kovetkezik a segédtétel allitdsa. A két haromszog megadott
koriiljarasi irdnya ellentétes. (Ez magyarazza a tiikrozés elnevezést is.)

Megmutatjuk, hogy

a) minden egyenes képe, amelyik nem megy 4t C-n, egy C-n atmend kbrﬁ,

b) minden kor képe, amelyik nem megy 4t C-n, Gjra kor, amelyik nem megy at C-n.

a) Varhato, hogy az allitasban szereplé kor C-bdl induldé atmérGjének masik végpontja a C-bol az egyenesre
bocsatott merdleges T talppontjanak S inverz képe lesz (2. abra).

Megmutatjuk, hogy valoban az egyenes barmely, T-t6l kiilonb6z6 R pontjanak P inverz képébdl CS derékszogben
latszik, tehat a C'S atmérdji kordn van, és a kor minden, C-t6l kiillonb6z6 pontja az egyenes egy pontjanak képe.

A CPS és CTR haromszogek a segédtétel szerint hasonlok, s mivel az el6bbi T-nél derékszogi, igy CPS< = 90°,
amint allitottuk.
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Megforditva, ha P a C'S atmérGjd kor tetszés szerinti, C-t6l kiilonbo6z6 pontja, akkor, R-rel jeldlve C'P metszés-
pontjat az egyenessel, R inverz képe egyrészt a C'R félegyenesen van, masrészt a C'S atmérdjd koron, tehat csak a P
pont lehet.

A b) allitas bizonyitasahoz is egy varhaté atmérérsl mutatjuk meg, hogy az a kér minden pontjanak a képébdl
derékszogben latszik. Ez a varhaté atmérs a C-t6l legtavolabbi Ry és a hozza legkozelebbi Ro pont Py és Po képét
0sszekots szakasz. Mind a négy pont egy egyenesen, az adott kor és k centralisinak az egyenesén van. Legyen az adott
kor egy tovabbi pontja Rs, képe P (3. abra).

3. dbra

A segédtétel szerint a C Py Py és CR3Ry, tovabba C P, P3 és C'R3 Ry haromszog hasonlo, igy
CPP3<t=CR3R1<1« és CPyP3<<=CR3Ry<.

Ha Ry és Ro ugyanazon a C-bdl induld félegyenesen van, akkor a bal oldali két sz6g a P Po P3 haromszog P;-nél
lev§ kiils6 szoge, ill. Py-nél levs belss szoge, igy

P P3P = OP1P3<I — OP2P3<I = CR3R1<I — OR3R2<I = RoRsR1<( = 900,

mivel Ry Rs az adott kor egy atmérgje.
Ha R; és R kozott fekszik C, akkor egyszersmind P, és P, kozt is fekszik, igy a bal oldali szogek a P, PsP»
haromszog belsé szogei, ezért

CP P3<t+ CPyP3<t = CR3R1<< + CR3Ro<< = R1R3 Ryt = 900,

P5 tehat valoban a Py P, atmérGji koron van.

Legyen most P ennek a kornek tetszés szerinti pontja. A PC egyenes vagy metszi az Ry Ry atmérdji kort is, a
P, P, atmérgji kort is, vagy mind a kettSt érinti, hiszen minden az elébbivel kézds pont képe az utdbbival kézos pont,
ez, vagy ezek egyike pedig (ha két ilyen pont van) P, tehat P valoban egy az adott koéron levs pont képe.

Gorbékre is fennall, amit pontokra mondtunk, hogy ha egyikiik egy masiknak a képe, akkor az utobbi is az el6bbinek
a képe.

Az eddig belatottakat Gsszefoglalhatjuk tgy, hogy az inverzi6 az egyenesekbdl és korokbdl allo halmazt dnmagaba
viszi at, vagyis minden egyenest és kort egyenesbe vagy korbe visz at.

Az inverzi6 egy tovabbi hasznos tulajdonsaga, hogy szogtartd. Természetesen ahhoz, hogy egy szog képérsl mint
egy Ujabb szogrol beszélhessiink, értelmezni kell kozos végponta korivek szogét. Ezen a kozos végpontban az ivekhez
huzott érintd félegyenesek szogét értjiik.

A sz6g ilyen értelmezése mellett egy szog és a képe egyenl$ nagysigiu. Legyen R egy tetszéleges pont, melyre
0 < CR # r, és e egy tetszlleges, R-végponti, C-n nem atmend félegyenes. A C'R szakasz R-en tuli meghosszabbitésa
legyen a g félegyenes, végiil az R pont inverzét jeloljiik P-vel, a P, R pontokon atmend, e-t érinté kort ki-gyel. A ky
kor két pontban metszi k-t, hiszen P és R egyike k-nak belsé pontja, a mésik k-n kiviil van, k; inverze is atmegy e
metszéspontokon és a P, R pontokon, ki-nek tehat az inverzével 4 kozos pontja van, igy ki-et az inverzidé énmagaba
viszi 4t (4. abra).



4. dbra

Legyen az e, g félegyeneseknek a PR szakasz felez6 mer6legesére vonatkozo tiikorképe f, h. Ekkor a g, e félegyenesek
szOge egyenld nagysagu, és ellentétes iranyd, mint a h, f félegyenesek szoge. Az e egyenesnek ki-gyel csak egy kozos
pontja van, R, igy e inverzének, a ks kornek is csak egy kozos pontja van vele, k; és ko tehat érintik egyméast P-ben;
emiatt ki-nek P-beli érintGje, az f félegyenes, ko-t is érinti: az e, g félegyenesek szogét tehat az inverzi6 is az f, h
félegyenesek szogébe viszi at, igy allitasunkat a specidlisan valasztott e, g szogre mar bebizonyitottuk.

Ha az R pontbdl tetszéleges két félegyenes indul, mondjuk e; és ez, akkor az ej-et es-be vivs forgatés elGallithato
az e1-et g-be, majd a g-t es-be vivé forgatasok egymas utan valo végrehajtasaval, ez utobbi két szog inverze a fentiek
alapjan veliik egyenlS nagysagi, de ellentétes iranyitasi, ugyanez igaz tehat az Gsszegiikre is.

Végiil megjegyezziik, hogy ha R a k koéron van, akkor invertaljunk elészor a C kozépponti, r’ < r sugart k' korre,
majd a kapott képet 2 : 7% aranyban a C' centrumbol megnagyitva elallithatjuk a k-ra vonatkozo inverzet. A k'-re
valo invertalds a fentiek alapjan az R-csicsu szogek iranyitasat ellentétesre valtoztatja, de e szogek nagysagat nem
valtoztatja meg, a centralis hasonlosag a szogek nagysagat is, iranyitasat is megtartja, a k-ra vald invertalas tehat
ebben az esetben is megvaltoztatja a szogek iranyitasat, de a nagysagukat valtozatlanul hagyja. Allitasunk bizonyitasat
befejeztiik.

Végiil megmutatjuk, hogyan alkalmazhatok az elmondottak az 1542. feladatf] megoldasara. E feladat els6 részében
lényegében azt kellett megmutatnunk, hogy tetsz6leges ABC haromszogben, melynek talpponti haromszoge A’ B'C’,
az A és M pontok harmonikusan vdlasztjdk el a P, A’ pontokat, ahol M a magassagpont, és P az AA’, B'C’ egyenesek
metszéspontja. Ez a kifejezés azt jelenti, hogy

AP AN

|
PM AM

ha az egyes szakaszok hosszéit elGjelesen vessziik, vagyis az AA’ egyenest tetszélegesen irdnyitjuk, és az ezzel az
irAnyitassal megegyez6 irdnyitasu szakaszok hosszat pozitivnak, az ellentétes irdnyitasuakét pedig negativnak tekintjiik.
(A mondott feladatban az irdnyitastol eltekintettiink.)

ElGszor megmutatjuk, hogy tetszéleges R pont, melyre 0 < CR # r, és az R inverze, P harmonikusan vilasztja
el k-nak az RP egyenesen levé A, B pontjait. Valasszuk az RC félegyenes iranyat pozitivnak, és legyen A a CR
féelegyenesen, ekkor valoban

RA RB RC—-r RC+r  (RC—1r)(PC+r)
AP BP r—PC —r—PC  (r—PO)(r+ RC)
RC-PC—T-PC+T'RC—T2_
r2—r.PC+r-RC—RC-PC

—1.

Invertaljuk az ABC haromszog k1 Feuerbach-korét az AM szakasz feletti k Thalész-korre. A B', C’ pontok mindkét
koron rajta vannak, k; dtmegy az inverzié O centrumén, k; inverze tehat a B'C’ egyenes. Az A’ pont inverzét az OA’
egyenes metszi ki B'C’-bél, A’ inverze tehat P, igy feladatunk allitasa eldrebocsatott megjegyzésiinkbdl kovetkezik.

Feladatunk mésodik részében tobbek kozdtt a k kort hataroztuk meg az M pont és BC, B'C’ szakaszok D, ill.
D' felez6pontja alapjén. A fentiekbdl kovetkezik, hogy D-nek k-ra vonatkozo inverze D'. Feladatunknak ez a része
tehat tgyis fogalmazhato, hogy adott az inverzié alapkorének egyetlen pontja, M és egy tovabbi D pont, D’ képével
egyiitt. Legyenck a DD’ egyenes k-val alkotott metszéspontjai U és V. Ekkor D, D’ harmonikusan vélasztja el az U,
V pontokat. Emiatt a DD’ feletti k» Thalész-korre invertdlva U-t, éppen a V pontot kapjuk, k-nak kp-re vonatkozo
inverze tehat énmaga. Az M pont ks-re vonatkozé inverze legyen M’, ez is rajta van k-n. Tehat k kozéppontjat az
MM’ szakasz felez6 merdlegese metszi ki a DD’ egyenesb6l. Ha M a DD’ szakasz felez6 merélegesén van, akkor M M’
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felez6 merdlegese parhuzamos DD’-vel, k-nak O kdzéppontja nem jon létre. Ebben az esetben az inverzié helyébe a
DD’ felezé mer6legesére valo tiikrozés 1ép.



