Vektorok segitségével az elemi matematika szamoléast igényls feladatait is egyszertien megoldhatjuk. Jol szemlélteti
ezt a megallapitast az 1169. gyakorlatﬂ alabbi megoldésa.

Legyen a harmonikus kdzép megszerkesztéséhez hasznélt szog csicsa 0, a szarakra felmért a, b szakaszok végpontja
A, ill. B. Vegy'ﬂk fel az 0-bol A-ba, ill. B-be mutaté egységvektorokat, legyenek ezek e, ill. f. E vektorok valasztasa
miatt az a = OA, b = O—g vektorok elGallithatok a = ae, b = bf alakban, ahol a, b épp az OA, OB szakaszok elGirt
hossza. Mivel az e, f vektorok hossza egyenls, a g=e-f vektor szerkesztéséhez hasznalt paralelogramma rombusz, g
allasa tehat megadja az AOB sz0g felezGjének az allasat. Messe az AB egyenes ezt a szogfelez6t D-ben, els6 1épésként
a d = OD vektort allitjuk el§ az e, f vektorok segitségével.

o F —F ]
Mivel D rajta van az AB egyenesen, 5ﬁ = O—)A + AAB, ahol \ alkalmasan valasztott skalar; azaz
(1) d=a+ A((b-a) = (1 —XNa+ b = (1 — A)ae + \f.
Mivel D a szogfelezén is rajta van, @ = ug, ahol p ugyancsak alkalmasan valasztott szam; azaz

(2) d=pg=ple+f) = pe+puf

A d vektorra tehat két elGallitast is kaptunk, ezekben A és p ismeretlen. Meghatérozasukhoz azt hasznaljuk fel,
hogy a d kivant elGallitdsa egyértelmi, tehat a kétfajta elallitasban szerepld egyiitthatok rendre egyenlGek:

(3) (1-Na=p,
Ab=p.

Ennek az egyenletrendszernek a megoldéasa adja A, p értékeit:

a ab
4 A= : = .
(4) per AR s
A d vektor keresett elGallitasa tehat:
ab
d= f).
) (et D

Szerkesztésiink kovetkezs 1épésében az OD egyenesre a D pontban emelt merdlegessel metszettiik a szog szarait.

Legyenek a metszéspontok rendre az A’, B’ pontok, ekkor A, B eléallitasdhoz hasonléan a’ = OA’ = he, b’ = OB’ =
hf, ahol h az OA’, OB’ szakaszok hossza. Feladatunk a h meghatarozasa. Azt hasznaljuk fel, hogy D az A’ B’ szakasz
felez6pontja. Emiatt

(6) d:%(a’—i—b’):g(e—i—f),

igy a d vektor egy tjabb el6allitasat kaptuk, melynek meg kell egyeznie a korabbi, (5) alatti elgallitassal, tehat

2ab

h:
™ a+b’

amint azt bizonyitanunk kellett.
Megoldésunkkal%ﬁcsolatban megjegyezzik, hogy az (1) alatti Osszefliggeés alapjan }fﬁ = A(b —a), lﬁ =(1-

A (b — a), az AD, D

hogy

vektorok hossza tehat tgy ardnylik egymashoz, mint A : (1 — A). Ebbdl (4) alapjan kapjuk,

a b .

AD: DB = : =
(8) a+b a+bd “
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tehat a szogfelezére vonatkozo ismert tételnek is egy tjabb levezetését kaptuk. Ezt a tételt felhasznalva az (5) alatti
elgallitast egyszertibben is megkaphattuk volna a kdvetkezé segédtétel alapjan:

Az O pontbél az AB egyenes egy tetszoleges C' pontjaba mutaté ¢ = OC vektor elgallithato

aa + b
9 ol eied
) ¢ a+f
alakban, ahol
(10) a:f=AC:CB

(ez utébbi aranyban az AC, CB szakaszok hosszat elGjelesen értjiik: ha AC, C'B iranya megegyezik, akkor elGjeliik
egyforma, ha AC, CB ellentétes iranyu, akkor a két szakasz hossza ellentétes elGjel).
Valoban, a ¢ vektor altal meghatarozott C' pontra

_ _aa+pb f _ B
E—c—a—m—a—a_’_ﬁ(b—a)—a_’_ﬁﬁ

)

tehat E és E allasa megegyezik, igy C' az AB egyenesen van. Hasonl6 médon kapjuk, hogy

CB=—"_14B,

a+p

tehat a (9) alatti vektor altal meghatarozott C' pontra érvényes (10).
Megoldasunk alapjan az A BO haromszog szogfelezGjének a hosszat is kiszamithatjuk. A g = e+f vektor szerkesztése
alapjan
= 2cos @
|l 5
ahol w = AOB<. Igy (5) alapjan




