Megjegyzések az 1147. gyakorlathozﬂ

Gondoljuk, hogy el6ttiink fekszik az 1-18 egész szamok Osszes lehetséges elrendezése az 1147. gyakorlat uthéa-
lozatanak pontjain, tovabba hogy minden egyes elrendezés mellett fel van tiintetve a szomszédos szampéarjai kozti
kiilonbségek legkisebbike, d, valamint legnagyobbikuk, D. Kérdezziik, mi a talalt 6sszes d értékek legnagyobbika, d*,
és mi a talalt D értékek legkisebbike: D*.

Bebizonyitjuk, hogy mindkét keresett érték 6-tal egyenls, mégpedig gy, hogy egyrészt kiilon-kiilon belatjuk a
d* < 7, illetSleg D* > 5 egyenlGtlenséget, masrészt példat adunk olyan elrendezésre, melyben d = 6, illetSleg D = 6.
Az el6bbire méar az 1147. gyakorlat megoldasa tartalmaz példakat, az utébbira példa az 1. abra.

1. dbra

I. Tegyiik fel, hogy van olyan X elrendezés, melyben egyetlen kiilonbség sem kisebb 7-nél: d > 7. Egy ilyen
elrendezésben egy n szdmmal szomszédos pontokon nem Aallhatnak az n — 6-t6l n + 6-ig terjed6 egész szamok. Nem
minden n esetében tartozik a kizart 13 szdm mindegyike az elrendezendd szdmok kozé, azonban az a = §8,9,10 és
11 szamok mindegyike valéban legalabb 13 szamot zér ki, és legfoljebb 5 szamot enged meg szomszédjaként. El§szor
ezek helyzetével foglalkozunk, ezeket B tipusu szamoknak nevezziik, a naluk kisebbeket A-, a nagyobbakat pedig
C-tipustuaknak.

Allitjuk, hogy barmelyik B-tipusi szamtél mindegyik masik B-szdmhoz a halézat paros szamu ttszakaszat tar-
talmazo6 ttvonalon jutunk at. Szemléletesebben mondhatjuk ki ezt annak az észrevételnek a felhasznéalasaval, hogy a
csomépontok kiszinezhetSk két szinnel agy, hogy minden utszakasz két végpontja kiilonbozé szint Allitasunk ekkor
azt mondja, hogy az X elrendezésben mind a négy B-szam ugyanolyan szind ponton all, hiszen péaros szamu utsza-
kaszbol allo, nem zéart Gtvonal végpontjai megegyez6 szinl pontok. (A 2. dbra a) és b) része azt mutatja, hogy a kis
korat, ill. a kozépss korut 0 jeld pontjabol kiindulva 1,2,..., Gtszakasz megtételével mely ponthoz ériink el; egy a
nagy koraton kijelolt csomépontbol vald kiindulds megfelels abraja ugy adodik a-bol, hogy feleseréljiik a sugarutak
végpontjainak adatait.)

2. abra

Amennyiben vegyesen vilagos és sotét ponton allnak a B-szamok, eloszlasuk a két szinre vagy 2 : 2 vagy 3 : 1. Ezek
kizarasa végett gondoljunk a B-szamokkal szomszédos pontok betoltésére. Két ugyanolyan szinti pontnak egyiittvéve
legalabb 5 szomszédja van — hiszen egy pont 4, ill. 3 masikkal szomszédos aszerint, hogy a kozéps6 vagy valamelyik
szélsé korut megy at rajta —, tovabba kozos szomszédaik szama legfoljebb 2, ti. amikor pontosan az egyik a kdzépsd
koriaton all. Igy 2 : 2 eloszlas esetén a négy B-szamnak egyiittvéve legalabb 10 szomszédja lenne. Masrészt az A-tipusi
szamok koziil az a legnagyobb, ami még felléphet legaldbb egy B-szam mellett, a 11 — 7 = 4, a C-tipusd szamok
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koziil pedig a legkisebb ilyen a 8 + 7 = 15. Igy B-szam szomszédjaként szoba sem johet mas szam, mint az 1, 2, 3, 4
(Ao-tipus) és 15, 16, 17, 18 (Cyp-tipus). Ennyi pedig kevés a mondott 10 pont betoltéséhez.

Hasonléan a 3 : 1 eloszlas esetén a harom egyszint pontnak egyiittvéve legalabb 6 szomszédja van, a masik szintinek
legalabb 3, egyiitt ismét tobb, mint ahdny Ag- és Cy-tipusi szam van.

Ezek alapjan mondhatjuk, hogy mindegyik B-szam pl. vilagos ponton all. Megmutatjuk, hogy a 9 s6tét pont nem
tolthets be a d > 7 kovetelmény megtartasaval. A s6tét pontokban nyilvan vegyesen allnak A- és C-tipusu szamok,
valamelyik tipus mindenesetre tobbségben van, hiszen a pontok szdma pératlan. Mondhatjuk, hogy pl. C-szam van
tobb (ugyanis minden szamunk helyére az 6t 19-re kiegészitG szamot irva Gjra megfelels elrendezést kapunk, és abban
minden egyes A-, B-, C-tipust szam helyén rendre egy C-, B-, A-tipusu szam all), igy a sotét ponton all6 A-szamok
szama legf6ljebb 4.

Tekintsiik e szamok masodik szomszédait (amelyek persze szintén sotét ponton allnak). Minden pont legalabb 5
masikkal all masod-szomszédsagban (2. abrak), ezért minden s6tét ponton allé A-szamnak van legalabb két C-tipust
masodszomszédja. Kiilonbségiik legalabb 14, mert kozos szomszédjuk csak az A-tipustnél nagyobb és a C-tipusunal
kisebb szam lehet; ezért csak Ag-tipusi szam szerepelhet sotét ponton, de koziiliikk a 4-es sem, mert az ezt legalabb
14-gyel meghalad6 szamok koziil csak egy szerepelhet, a 18-as.

Emiatt legfeljebb harom Ag-tipusu szam &llhat s6tét ponton, s legaldbb harom C-tipust, naluk legalabb 14-gyel
nagyobb masodszomszédjuk van, igy pedig a 3-as sem léphet fel. Ugyanigy a 2-es, végiil az 1-es sem, igy valéban nem
tolthets be a 9 sotét pont, hiszen C-tipust szam csak 7 van, és valéban nem lehetséges X elrendezés.

II. Egy olyan Y elrendezésben, melyben D < 5, az 1, 2, 17, 18 szamok egyike sem allhat a kozéps6 koraton. Ehhez
belatjuk, hogy az 1, 18,az 1, 17,a 2, 18 és a 2, 17 szAmparok egyikének tagjai sem allhatnak egymastol 4 utszakasznyinal
kisebb tavolsagban. Az els6 harom parban a kiilénbség legalabb 16, viszont 3 utszakaszon a legnagyobb megengedett
kiilonbséggel is — mondjuk igy: feszitetten is — csak 3 - 5 = 15 kiilonbség alakulhat ki. 2 és 17 pedig azért nem allhat
3 utszakasznyi tavolsdgban, mert barmely pontbél barmely olyan masikba, amely téle 3 utszakasznyira van, mindig
vezet két, kozos kozbiils6 pontot nem tartalmazo utvonal (2. 4brék), és nem allhat mindkét dtvonal mentén a feszitett
2,7, 12, 17 szamsorozat.

Marmost a kézéps6 korat pontjaitol csak 2-2 mésik pont van legalabb 4 utszakasznyi tavolsagra, és ennyi az alabbiak
szerint kevés a mondott 4 szdm elrendezésére. Ha pl. az 1-es szdmot a 3. a&bra B pontjaba irjuk be — jelképesen 1 = B
—, akkor 17 és 18 szamadra csak a K, M pontok jonnek széba, igy pedig a 2-es szintén csak B-ben allhatna, mert
K-t0l C, B, F és T vannak legalabb 4 utszakasznyira, M-t6l pedig A, B, D és R, és e két felsorolasban csak B k6z0s.
Hasonloan adédik allitdsunka 2-es, 17-es és 18-as szamra.

Ezek szerint, az abra betoltését az 1-essel kezdve, lényegében csak 1 = A jon szoba, és ekkor 17 és 18 szamara J,
M és @ kozil ketts valasztando. A J, QQ par nem valaszthato, mert az el6bbiekhez hasonléan 2 = A-ra vezet; az M,
@ parbol egyértelmten 2 = D, az M, J par pedig mell6zhets, mert tiikdrképe az utobbinak a C'M tengelyre nézve.

A 2, 17 szamparra fent mondottak érvényesek az 1, 16 parra is, ezért a 16-os csak L-ben vagy J-ben &llhat.
Folytassuk az 1 = A, 2 = D, 16 = J elhelyezést. A H-D kiilonbség nem lehet feszitetten 2-5 = 10, azaz H # 12, mert
D-b6l H-ba E-n at is, G-n 4t is eljuthatunk, s nem lehet E = G =7.Igy H — D <9, és J— D = 14 miatt J — H = 5,
azaz H = 11, tovabba az F, G pontokba csak 6 és 7 irhat6. Ugyanigy J — F < 9 miatt £ — D =5, ezért E = 7, igy
pedig G = 6, végil F = 12.

A 2= D, 16 = L kiindulas hasonldéan adja egymas utan egyértelmtien a H =11, G =7, E = 6, E = 12 elhelyezést.
Mindig érvényes, hogy ha az n és n+ 14 szdmok tavolsaga 3 utszakasz, akkor a 14 egységnyi novekedés a koztiik vezets
két, kozos kozbiils6 pont nélkiili atvonal egyikén az n, n +4, n + 9, n + 14 szdmokon megy végbe, mésikukon pedig
az n, n + 5, n+ 10, n + 14 szdmokon 4t, mert az egyetlen még gondolhat6é n, n + 5, n + 9, n + 14 sorozat amazok
mindegyikét lehetetlenné, teszi. (A fenti két példan kiviil a két végpont ugy is allhatna még egymashoz képest, mint
pl. Aés K.)

Most mar konnyen adédik, hogy a 3-as szdm nem helyezhets el. Ugyanis egyrészt a 3, 18 par tavolsaga is legalabb
4 utszakasz, masrészt az iméntiek szerint a 3, 17 tavolsag is legalabb 4. Ha ugyanis 3 és 17 tavolsaga 3, akkor a koztiik
levé két dtvonal egyikén 3, 7, 12, 17 4ll, holott a 12-est vagy F-be, vagy K-ba irtuk, és ezek egyike sem szomszédos



sem M-mel, sem Q-val, ahol a 17-es allhat. Méarmost M-t6l és Q-t0l legalabb 4 utszakasznyira A, B, D, R, ill. D, A,
E, G van, tehat a 3-as részére csak a foglalt A és D felelne meg.



