Lapunk a 32. kétet 5. (1966/5 220. old.) szaméban pélyazatot hirdetett 1966. november 15-1 hataridével a kovetkezs
tétel kidolgozasara:

I. Milyen Osszefiiggés all fenn egy haromszog oldalainak mértékszamai kozott, ha a haromszog beirt koére athalad
a sulyponton?

II. Vannak-e az ilyen haromszogek kozt olyanok, amelyek oldalainak a mértékszama alkalmas meértékegységgel
mérve egész szam?

III. Két csicsot rogzitve vazolandd, milyen gorbén mozog a harmadik.

A palyazatra 6 dolgozat érkezett. Koziiliikk hdrom lényegében megoldotta a feladatot, s6t a tétel II. részkérdésére
megadta az 0sszes megfelel6 hdromszogek elsallitasat, vagy legalabb végtelen sok, nem hasonlé haromszoget adott meg.
Gondosabb kidolgozasuk, megfogalmazasuk alapjan egyenls helyezéssel 1. dijban, 100-100 Ft értéki konyvutalvanyban
részesiiltek:

Csirmaz Ldszlo (Budapest, I. Istvan gimn. IL. o. t.) és

Tihanyi Ldszlé (Mako, Jozsef A. gimn. IV. o. t.).

2. dijban, 50 Ft-os konyvutalvanyban részesiilt

Korchmdros Gdabor (a budapesti Rakoczi F. Gimn. 1966-ban érettségizett tanuloja).

A tovabbi 3 dolgozat nem ad teljes megoldast, nem foglalkozik a III. részkérdéssel. Szerzdik:

Balogh Jozsef (Hatvan, Bajza J. gimn. IV. o. t.),

Fiala Tibor (Budapest, Rakoczi F. g. II. o. t.) és

Gdspdr Andrds (Budapest, Vasutgépészeti techn. IV. o. t.)
dicséretben részesiiltek.

Az alabbiakban a kitiizott tétel egy megoldasat adjuk, a dolgozatok egyes részeit felhasznélva, egyszertsitve és
kiegészitve.

I. Legyen az ABC haromszog AB oldaldnak felez6pontja F', az A, B, C cstuccsal szemben levs oldal hossza rendre
a, b, ¢, a CF stlyvonal hossza d, és C-nek F-re vonatkozo tiikkérképe D (1. abra). Ekkor az ACBD paralelogramma
a, b oldalai, valamint ¢ és C'D = 2d &tloi kozotti ismert Osszefiiggés alapjan fennall

B 262 + 2b% — 2

(1) 2a + 20> = 2 + (2d)*, d? 0

D 1. dbra

Jelolje a haromszogbe irt kor érintési pontjat az A, B, C csiccsal szemben levs oldalon rendre A;, By, Ci, az
ABy = AC1, BCy = BA; és CA; = CB; érintészakaszok koz6s hosszat rendre x, y, illetSleg z, a haromszog keriiletét
2s, ekkor
(2) r+y=c¢ y+z=a, z+x=0> amibgl
a+b—c

(3) r+yt+z=s x=s—a, y=s—b, z=s—c= 5

Messe a C'F sulyvonal a beirt kort a T', U pontokban és legyen CT/CF = «, azaz CT = «-d, hasonloan CU = f3-d.
A korhoz kiils6 pontbol hiizott szeldn és érintén elGalld szakaszok kozti Osszefiiggést C-re és F-re alkalmazva

(4) CT-CU = CA?, FT-FU = FC3.

Itt FCy = FB — BCy = |(b—a)/2|, igy (3) alapjan

) of = (%) (1-a)(1-f) = (b;d“>2.




A maésodik Osszefiiggésbdl, az els6t, valamint (1)-et felhasznalva

b—a
2d

—(o«+6)—< > —1—04[3:#[(b—a)2—4d2—(a+b—c)2] =

1
= —ﬁ(a+b)(a+b— c),

ennélfogva o és [ a kovetkezs masodfoku egyenlet gyokei:
(6) (20> — 20> — )2 —2(a+b)(a+b— )+ (a+b—c)* = 0.

A beirt kor akkor és csak akkor halad at a haromszog S sulypontjan, ha T és U valamelyike azonos S-sel, « és 3
egyike egyenlé C'S/CF = 2/3-dal, vagyis ha & = 2/3 kielégiti (6)-ot:

2
2 2
(7) (2a* + 26 — ) - (§> —2(a+b)(a+b—c)- §+(a+b—c)2 =0.

Ez a keresett Osszefiiggés az oldalak mértékszamai kozott. Itt a, b és ¢ szerepe nem szimmetrikus; a feladat kirova-
sédban viszont egyik oldalnak sincs kitiintetett szerepe, ezért ugyanez varhato a keresett Osszefiiggésben is. Alkalmas
rendezéssel azonban a varakozasnak megfelels alakra hozhatjuk (7)-et:

(8) 5(a® 4 b* 4 ¢*) = 6(ab + ac + be),

ezt tekintjiik a keresett Gsszefiiggés végleges alakjanak.

Egyenl$ szard haromszoghben, CA = CB, azaz b = a esetére C7 azonos F-fel, T' és U egyike is ide esik, o és 8
egyike 1, (4) masodik Gsszefiiggése semmitmondo. A (8)-bol adodo 4a? — 12ac + 5¢* = 0 egyenlet (5)-bél is kiadodik
aff = 2/3 eléirasaval. Innen ¢ = 2a/5 és ¢’ = 2a, az ut6ébbi érték egyenesszakasszé elfajult egyenld szart haromszoget
ad.

II. Az imént lattuk, hogy a (8)-at kielégit6 egyenls szart haromszog szaranak és alapjanak aranya az 5/2 racionalis
szam, eszerint ha ¢ természetes szam, akkor b, 5¢, 2¢ maris egy megfelel§ haromszog oldalai.

A feladat kérdésén tulmenve elgallitjuk a (8)-at kielégits sszes a, b, ¢ egész szamharmasokat, majd megmutatjuk,
hogy minden ilyen szamharmashoz tartozik haromszog.

Tegyiik fel, hogy a, b, ¢ egész szamok, és adjunk (8) mindkét oldaldhoz 3(a” 4 b* 4 ¢?)-et:

8(a2 + 0%+ %) = 3(a+b+ )

Itt a bal oldal paros szém, ezért a jobb oldalon (a + b+ ¢)” is paros, ami csak tgy lehet, ha a + b + ¢ is paros. Ekkor
(3)-ban s, tovabba x, y, z ugyancsak egész szamok. Forditva, ha x, y, z egész szamok, akkor (2)-b61 a, b, ¢ is egészek.
Es mivel z, y, z-re (8)-nal egyszeriibb egyenlet teljesiil, ugyanis (2)-t (8)-ba helyettesitve

(9) 2 +y? + 2% = 2(zy + w2 + y2),

azért ezen egyenlet Osszes egész megoldésait allitjuk els. Tovabbmenve elég meghatarozni a (9)-et kielégits =, y, 2
egész szamharmasok koziil csupan azokat, amelyek tagjainak nincs (valodi) kozos osztojuk, ezeket (9) alapmegolda-
sainak nevezziik. Nyilvanvalé ugyanis, hogy (9) egy egész megoldasabol uj megoldast kapunk, ha a szamokat rendre
szorozzuk egy tetszés szerinti ¢ egész szammal, valamint akkor is, ha a szamokat rendre osztjuk a harom szam egy d
kozos osztojaval, természetesen amennyiben van kozos osztojuk. Eszerint minden megoldés vagy alapmegoldéas, vagy
leszarmaztathatd szorzés dtjan egy alapmegoldéasbol.

Alapmegoldéas barmelyik két szdma egyméshoz relativ prim. A szimmetria miatt elég ezt belatni, pl. az z, y
szamparra. Ha = és y nem lennének relativ primek, akkor lenne (1-nél nagyobb) d kozos osztojuk. Vegyiik ennek
legkisebb (valodi) oszt6jat, ez mindenesetre prim, jeloljik p-vel. Ez osztoja volna z-nek is, y-nak is, ezért (9) jobb
oldala, valamint bal oldalanak elsé két tagja oszthato lenne p-vel, tehat a harmadik tag, 22 is oszthaté lenne vele. p
prim volta miatt ez csak gy volna lehetséges, ha maga z is oszthaté lenne p-vel. Ez pedig ellentmond annak, hogy =z,
y, z alapmegoldas. Ezzel igazoltuk allitdsunkat.

Alapmegoldasban nem lehet z, y, z mindegyike paros, feltehetjiik tehat, hogy z paratlan. Irjuk (9)-et a kovetkezs
alakban:

(10) (z—y) =2c+2y—2)- 2

Itt a jobb oldal tényez&i egyméashoz relativ primek. Ha ugyanis a p primszam koézos osztéjuk volna, akkor Osszegiik,
2z + 2y is oszthatd volna p-vel; masrészt igy a bal oldal is oszthaté volna p-vel, tehadt maga x — y is. Ekkor pedig
2x 4 2y-hoz 2(x — y)-t akar hozzéadva, akar bel6le ezt kivonva ismét p-vel oszthatd szamot kapnank, vagyis 4x is, 4y
is, és ezért maga x és y is oszthato volna p-vel — hiszen z paratlan volta miatt 4 nem oszthaté p-vel —, tehat p kozos
osztoja volna z, y, z mindegyikének, amit kizartunk.



Most méar — mivel (10) bal oldala négyzetszam — a jobb oldal tényezsi kiilon—kiilon négyzetszamok:
(11) 21 + 2y — z = u?, z =,

mégpedig az elsé is paratlan, igy u és v paratlan, egymashoz relativ prim szamok; elGjeliik lényegtelen, ezért vehetjiik
mindkettSjiiket pozitivnak. Ezekkel (10) igy alakul: (z — y)* = u?v?, amib6l

(12) T —y=uv.

A jobb oldal elGjelének megvalasztasaval az x > y korlatozast vezettiik be, ami a szimmetria miatt nem lényeges.
Végiil (11)-bél és (12)-bol:

(13) . u—+v 2 _fu—v 2 9
T = 5 , Y= 5 , Z=0".

A behelyettesités szerint (13) kielégiti (9)-et. Masrészt, ha u, v pozitiv paratlan, egymashoz relativ prim szdmok,
akkor z, y, z egészek, tovabba a fentebbiekhez hasonléan belathato, hogy nincs k6z6s osztojuk, tehat (13) alapmegoldasa
(9)-nek.

Mindezek szerint (8) minden egész megoldéasa a kovetkezs alakban allithato eld:

uU—"v 2 U+ v 2
14 = 2 2
(14) a [< 5 ) + v < 5 > + v
u—+v 2 U —v 2 u? + v?
+ = -t
2 2 2
ahol u, v pozitiv, paratlan, egymashoz relativ prim szamok, és t tetszés szerinti egész szam.

Hatra van még annak belatésa, hogy (14) mindig egy haromszog oldalmértékszamait adja — természetesen, ha ¢
pozitiv. Ez abbol adodik, hogy (2) szerint

-t

4, b=

)

C =

a+b—c=2z, b+c—a =2z, c+a—b=2y,

és ezek (13) szerint pozitiv szdmok, a haromszég—egyenl&tlenség teljesiil.

v U x Y z a b c

1 3 4 1 1 2 5 5 E
5 9 4 1 5 10 13 F
7 16 9 1 10 17 25 G

3 1 4 1 9 10 13 ) F
5 16 1 9 10 25 17 G
7 25 4 9 13 34 29 H

5 1 9 4 25 29 34 13 H

A tablazat néhany szampéldat tartalmaz. ¢ értéke minden esetben 1, hiszen nagyobb értékeivel ugyanezen héa-
romszogeknek csupan t-szeres nagyitdsat kapjuk. Mindjart feltinik, hogy az F, G, H jeld, paronként egybevigo
haromszogeket kiilonb6z6 u, v értékparokbol is megkaptuk az oldalak mas sorrendjével. Bar az ilyen ismétlgdések
vizsgalatat mar nem tekintjiik feladatunknak, mégis roviden két megjegyzést tesziink.

Az ismétlédés kozvetlen oka az x, y, z értékek megismétlGdése valamely més sorrendben. x és y egyike (12) miatt
péros, masika paratlan, z helyére csak a paratlan keriilhet koziiliik, igy ugyanazt a haromszoget pozitiv u és v értékekre
szoritkozva csak két értékparbol kapjuk meg. (Az E egyenl szara haromszoget pedig csak az u = 3, v = 1-bdl).

v-t rogzitve nem adodik ismétlédés. Pl. v = 1 esetén minden u = 2k + 1 szdm sorra vehetd, amelyben k& > 1,
természetes szam, és az

(15) z=(k+1)7°  y=k, z=1

szamharmasok csupa paronként nem hasonlé haromszoget adnak.
Mindezek szerint végtelen sok olyan, paronként nem hasonlé haromszog van, melynek beirt kore dtmegy a stly-
pontjan, és oldalai egész szamok.

Megjegyzés. A (14) megoldas elGallithato a jol ismert pitagoraszi szamharmasokra vonatkoz6 eredmények alapjan
is, hiszen (10) jobb oldala irhat6 két négyzet kiilonbségeként:

@—y)’=@+y)’—(@+y—2)>~

A (10)-re alkalmazott gondolatmenet hasznalatos a pitagoraszi egyenlet 2 mn, m? —n?, m?4+n? (m, n relativ primek,
egyikiik paros) megoldasanak elgallitdsaban is.



III. Rogzitsiik a haromszég A, B cstcsait és mozgassuk a C csicsot tgy, hogy mindig teljesiiljon (8). A palya
nyilvinvaléan szimmetrikus az AB szakasz felez$ merGlegesére, ugyszintén az AB egyenesre is. Legyen AB = ¢ = 1,
ekkor a C pont BC = a és AC = b vezérsugaraira (8)-bol

(16) 502 — 6(a + 1)b + (5a* — 6a + 5) = 0, amibsl
1

(17) bio = g(3a+3j:4\/—a2+3a—1).

Csak olyan a értékekhez kapunk valds b-t, amelyekre a diszkrimindns nem negativ:

3—5 3+5
2 5

(18) —a®-3a—1>0, vagyis <a<

és minden ilyen a esetén a (17) értékek pozitivok, hiszen (16) egylitthatoi szerint Osszegiik is, szorzatuk is pozitiv:

6(a+1
1,14_1,2:%>07
6 3\? 16
bibp=a?—-a+1=(a—2 — >0.
102 = a" — pa+t (a 5) to5”

Barmely, a (18)-nak eleget tevs a-val és a (17) szerinti by, by értékekkel adodo aq, by és ag, by értékparhoz tartozik C
pont a sikon; ez a II. rész utolsé meggondolasabodl adoédik, ¢ = 1-re szoritkozva és eltekintve attol a korlatozastol, hogy
a, b, x,y, z, u és v egész szamok. Ezek szerint C' csak a B cstcs koriil

3-+5 3+/5
= Gmin = T\/—(% 0,382) &8 R = amax = +2\/—(% 2,618)

sugarral irt korok kozti korgytri-tartomanyban mozoghat, és r < a < R esetén a B koriili, a sugara koron, az AB
egyenes mindegyik oldalan 2 pontja van a palyanak.

a=r esettn b=15— 0,3\/5, a=R esetén b=15+ 0,3\/5.

A szimmetria miatt C' az A koriili r és R sugaru korok kozti gytdritartoménybol sem léphet ki.

C péalyajanak egyes pontjait kijelolhetjiik a fenti tablazat haromszogei alapjan is, agy kicsinyitve 6ket, hogy va-
lamelyik oldaluk mértékszama AB = 1 legyen; ekkor C' helyzetét a méasik két oldallal mint sugarral A, ill. B koriil
irt korok metszéspontja adja. Minden oldalharmas 3 - 4 = 12 pontot ad a palyabol, mert az AB-re illesztends oldal
3-feleképpen valaszthato (kivéve E-t, ez a szimmetria miatt csupan 6 pontot). Pl. a tablazat F' haromszogét 1 : 5, ill.
1:10,ill. 1 : 13 ardnyban kicsinyitve az oldalak

Az ad6édo6 ABFy, ABF,, ..., ABFg haromszogek hasonlok, ezért C-nek az AB egyenes ugyanazon oldaldn ad6dé
6 helyzete parosaval 3—-3 az A-bol, B-bdl kiinduléd félegyenesen helyezkedik el, hiszen a félegyenesek AB-vel, BA-val
bezart szoge csak 3 értéket vehet fel (2. abra). Az ugyanazon félegyenesen levé oldalak a hasonlosag miatt egymas
reciprokai: AFy - AF5 = AF5 - AFy = AFg - AF, = 1. Ugyanez all barmely megfelels, nem egyenls szara haromszogbdl
szerkeszthetS ponthatos esetén, igy a palyanak barmely, az A-bol kiindul6 (és nem az AB egyenesbe es$) félegyenesen,



ha egyaltalan van pontja, akkor 2 pontja van. A tablazat F haromszogébdl adodd AFEs, BE, félegyeneseken azonban
csak 1-1 pontot biztosit ez a meggondolas.

A palya barmely C pontjanak CB, C'A tavolsagait egyszerii szerkesztéssel kaphatjuk az alabbi uton. Az z, y
szakaszokat ugy valasztva, hogy = +y = AB = ¢ legyen, (9)-bdl

(z+y—2)° = day, 212 =2+ Y F 2Ty = cF 2/7Y,
a1 =y+z2=y+c—2zy, as =y +c+ 2\/xy,
bh=x+2z1=2+c—2/xy, bo =x+c+2\/xy.

T N

;
JI \ 8 Ly
M
C; Qk j ¢ 3. dbra

Legyen K, L az AB egyenesnek az a pontja, amelyre KA = AB = BL, tovibba P az AB szakasznak az a pontja,
amelyre AP =z, PB = y (3. abra). Rajzoljunk AB folé Thalész—kort és huzzuk meg benne P-n at az AB-re merd&leges
QS hurt, ekkor KP = c+x, PL = c+y, és QS = 2,/xy, tovibba mérjiik fel QS-et az AB egyenesre K-t6l és L-t6l
mindkét irdnyban, legyenek a végpontok Ky, Ko, L1, Lo ugy, hogy AKy < AK,, BL1 < BLo, ekkor a fentiek szerint
a; = PLl, bl = PKl, ill. as = PLQ, b2 = PK2

Az aldbbiakkal szemléletes alatamasztasat kivanjuk adni a kovetkez6 sejtésnek: minden az A-bol kiinduld, nem az
AB egyenes részét képezs félegyenesen van a palyanak legaldbb 2 pontja, mas szdval, hogy megfelel6 haromszogeink
szogei kozott minden 0° és 180° kozti szog elfordul. Ebbsl adodik az a tovabbi sejtés, hogy a péalya folytonos vonal.

A (15) képletek szerinti

o
~
[N

r=s—a=(k+1)> y=1s5—b=k z=s—c=1,
a=1+k, b=1+k+1)?> c=k+k+1)7°

oldalhérmas, az egész szamokra vonatkozo kévetelményt mell6zve minden pozitiv k esetén eleget tesz (8)-nak. Ebben
a c oldallal szemben fekv v szogre

27 _ (s—a)(s—b) k? (k+1)°

1 in“ = = = ) '
(19) Sty ab 1+ k2 1_|_(k+1)2

Itt az els6 tényezdS k novekedésével ng, mert ha ko > k1 > 0, akkor

3 2 K — k3

- = >0,
1+k2 14k (1+Ek)(1+E?)
és minden 0 < ¢ < 1 értéket felvesz, ti. &k = /9/(1 — ) esetén. Tovabba 1-t6l valo eltérése tetszés szerinti kicsivé
tehet6 azaltal, hogy k-t elég nagyra valasztjuk; ha ugyanis € tetszés szerinti pozitiv szam, akkor
k2

1 1
1_—:— 'hltk2 __1
TR TR o e g

Hasonloan (19) masodik tényezGje a k > 0 értelmezési tartomanyban felvesz minden 0,5 < ¢ < 1 értéket. (19) jobb
oldaldnak 1-t6l valé eltérése is tetszés szerinti kicsivé tehetd, mert masodik tényezGjét is az elsd tényezdvel helyettesitve

2 N2
sin22>( ) , ésigy 0 < e <1 esetén

2 1+ k2

2 2
a2 oo (K ; 2, _Vl—-e
1 —sin 2<1 (1—|—k2> €, mihelyt & >1_ T



4. dbra

Sejtésiinkre tamaszkodva az elég stiriin felrakott pontokat Gsszekotottiik folytonos ivdarabokkal (4. dbra). Felraktuk
C-nek a talalt ¢ = 2a = 2b elfajult haromszogbdl adodo helyzeteit is (AB felezSpontja, valamint a fenti K, L pontok),
ezeken at a palyanak az AB egyenes két oldalan fekvé részei csatlakoznak egymashoz. Més egyenesszakassza elfajult
megoldés nincs, mert (8)-bol ¢ = a + b helyettesitésével (a — b)*> = 0 adodik, amib6l a = b.

Fried Ervin—Bakos Tibor—Tusnady Gabor



