1. feladat. A és B kozott vasiti ingajdrat kézlekedik; a B-be megérkezd vonat varakozds nélkil visszaindul A-ba. A
vasutvonal mellett kotélpdlya is vezet. Egy csille egyszerre indult el A-bdl a vonattal. Fél dra milva a csille ugyanannyira
volt A-tol, mint a vonat B-tél. A csille tovabbi 2 km-nyi dtja utdn a két jarmid helyzete ismét szimmetrikus lett az
AB itszakasz kozéppontjira nézve. (A vonat kiézben visszafordult B-bdl). Ezutdin egy negyeddra elteltével a két jarmd
eldszor taldlkozott. — Mekkora A és B tdvolsdga és a két jarmd sebessége? (Feltesszik, hogy a sebességek dllanddk.)

I. megoldas. Az els6 fél 6ra utan a vonatnak akkora ttja van még hatra B-ig, amennyit a csille megtett ez alatt az
id6 alatt, egyiittesen tehat annyi utat tettek meg, mint az AB tavolsag. A harmadik adat szerinti talalkozasig viszont
a két jarmi egyiitt oda-vissza bejarta az AB tavolsagot. Ehhez kétszer annyi id6 kellett, tehat a taldlkozas 1 éraval az
indulés utan tértént. A masodik szimmetrikus helyzet 1/4 6raval ezel6tt, vagyis 3/4 oraval az indulas utan kovetkezett
be. A csille tehat a mondott 2 km-nyi utat az 6éra harmadik negyeddrija alatt tette meg, igy sebessége 8 km éranként.

Eszerint a csille az els6 szimmetrikus helyzetben 4 km-re, a masikban 6 km-re volt A-t6l. Ugyanennyire volt a
vonat e két idépontban B-t6l, és mivel kozben B-ig ment, és onnan visszafordult, a harmadik negyedéra alatt 10 km-t
tett meg, sebessége 40 km o6ranként.

Végiil A és B tavolsaga, mint a jarmivek fél orai utjanak Osszege, 24 km.

*

A versenyzdk tulnyomorészt egyenletrendszer felallitdsaval dolgoztak:

II. megoldas. A vonat és a csille sebességét (km/6ra egységben) v, ill. vo-vel, az AB tavolsagot (km-ben) s-sel,
a csillének 2 km megtételéhez sziikséges idejét (6raban) t-vel jelolve a feltételek igy irhatok fel:
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Az els6 egyenletet atrendezve

1
:s—v1-§, vot = 2,

v + vy = 2s.

Ezt az utolsd egyenletbe helyettesitve és a 0-t6l kiilonb6z6 2s-sel egyszertsitve, majd a 2. egyenletet felhasznélva

3 1 2
Stt=1, t=- =Z=3
4 + ) 47 V2 n
Ezeket az utols6 két egyenletbe helyettesitve és atrendezve
3
Z(vl—S):s, v] + 8 =2s,
és v1-et a masodik egyenletbdl az elsébe helyettesitve

%(23 —16) = s, amibégl s =24 és v; = 40.

Megjegyzés. A gondolatmenet vo meghatirozasaig lathatoan megegyezik az I. megoldaséval.




II1. megoldas. Mérjiik fel egy derékszogi koordinatarendszer tengelyeire a vonat utjat (A-tol mérve) és az id6t (a
kozos indulastol szamitva, 1. dbra). A vonat mozgasat ekkor egy B magassagig egyenesen emelkedd, onnan ugyanolyan
szogben siillyed6 ADE torott vonal abrazolja, a DFE egyenes az AD egyenes tiikorképe az idG-tengellyel B-n at
htizott b parhuzamosra. Ezzel 1ényegében megvalasztottuk az id6-tengely és az tut-tengely egységeinek aranyat, ezért
a csille mozgasanak grafikonjaként csak egyetlen AC's félegyenes felel meg. Eppen ennek megszerkesztését tekintjiik
feladatunknak, és kérdéseinkre a valaszt a helyes grafikonparbol fogjuk kiolvasni.

A jarmiveknek a palyan mutatkozé szimmetrikus helyzetei a grafikonokban is megmutatkoznak, a grafikonok
megfelel§ pontjai egyméas tiikorképei arra a k egyenesre nézve, amely atmegy az AB szakasz K kozéppontjan és
parhuzamos az id6-tengellyel. Ezeket a vonat grafikonjabol kimetszi ACs-nek k-ra vonatkozé BC's' tiikdrképe, legyenek
ezek rendre F', G', ekkor k-ra valo I, G tiikorképiik AC's-nek ugyanazon abszcisszaji pontja. Masrészt a talalkozasnak
AC's és a DFE grafikonszakasz k6z6s H pontja felel meg.

Legyen F', G, H vetiilete az id6-tengelyen rendre Sy, So, 11, igy az elsé szimmetrikus helyzetig eltelt fél 6ranak
az id6-tengely AS; szakasza felel meg, a méasodik szimmetrikus helyzettdl a talalkozésig eltelt negyedoranak az SyT3
szakasz. Marmost ASy, SoT egyenls az ABF', illetSleg G'GH haromszognek az tt-tengelyre merdleges magassagéval,
e két haromszog pedig hasonlé, mert az AB, G'G oldalukon levé szogek a végzett tiikrozések miatt paronként egyenlsk.
Eszerint L1

G/GZABZSQTliASHZZZE,
tehat G'G = AB/2, tovabba G'S, = SoG = AB/4, ahol S a G’ vetiilete b-n.

G’-nek b-re vett G” tiikdrképe az AD egyenesen van, és itt Atmegy BCs'-nek b-re vett BCs” tiikorképe is. Masrészt
a kétszeri tiikrozés miatt BCs” elall ACs-nek azzal az eltolasaval is, amely A-t B-be viszi. Ezért GG’ = AB, és
S2G" = 5AB/4 = 555G, ami meghatéarozza az AD egyenesen G'-t és vele BCs”-t, tehat ACs-t is. Ezek szerint a
vonat sebessége 5-szor akkora, mint a csilléé.

Masrészt F'-nek b-re vett tiikorképe a DE és BCs” egyenesek metszéspontja, igy FF” = AB = 2GG’, és az
FF'H, GG'H haromszégek hasonlé volta miatt S;T) = 2 - SoTy és S1S2 = SoTy, a csillének a két szimmetrikus
helyzet kozti 2 km-es utszakasz megtételéhez ugyancsak 1/4 oréara volt sziiksége. Eszerint a csille sebessége 8 km /6,
a vonaté 40 km/6. Tovabba AT; megfelel 1 6ranak, eddig a vonat és a csille egyiittes utja 48 km, az AB szakasz
kétszerese, tehat AB = 24 km.

Megjegyzés. Az 1. abran a vonat— csille grafikon-par meghatarozasanak az a véltozata is lathato, amelyben az F', G
talalkozasi pontokat AC's-b6l ADE-nek BD1 E; titkorképével metssziik ki (vagyis mintha B-bdl is inditanank vonatot
A fele). Ekkor BD; | DE, D1E = BD = ADy, AE = 2AD,, és AFD1/A ~ AHENA miatt AH = 2AF, AS; =
AT, /2. Mésrészt AS) = 255T és BFF'A ~ G'HH'A miatt FF' = 2HH' és ACs-nek k-n levs pontjat J-vel jeldlve
FFIJA ~ HHIJA, fgy Sljl = 2T1J1 = SlTl + T1J1, amit a fentebbivel egybevetve ASl = SlTl = T1J1 = AJ1/3, és
AF = FH = HJ. Ebbdl a tetszés szerint rajzolt AC's egyenesen kijelolhets F' és J helyzete, ami AB = 2AK alapjan
meghatarozza BF-et és tiikrozéssel AD-t.

2. feladat. Adott egy hirnégyszog két dtloja, az dtlok szdge és a hurnégyszognek a hosszabb dtloval szemkozti eqyik
szoge. Szerkesztendd a néqyszog.

I. megoldas. Legyen ABCD a feltételeket kielégits négyszog, AC = e = f = BD az adott hosszisagi atlok,
metszéspontjuk M, ABC< = 3, és AM B< = w az adott szogek. A bettizés alkalmas valasztasaval feltehetjiik, hogy
w <90°.

Az adatokbol megszerkeszthets a négyszog koré irhatd k kor, mint olyan kor, amelyiknek egyik ivérdl az e szakasz
B szogben latszik. Ezutan f hosszisdgu hurt kell elhelyezniink tgy, hogy az az e hosszusagu hurt w szégben messe.

A k kor f hosszisagi hirjai felez6pontjukban érintenek egy k-val koncentrikus &' kort. Ehhez kell AC-vel w szoget
bezaro érintét szerkeszteni.

2. dbra



Ezek alapjan a szerkesztés pl. a kovetkez6 modon végezhets: AC = e hosszusdgu szakaszt rajzolunk, és erre
ACP<« = B szoget szerkesztiink; a C'P-re C-ben szerkesztett merGlegesnek és az AC-re F' felezGpontjaban allitott
merdlegesnek O metszéspontja koriil C-n at szerkesztett k& kor a négyszog koré irt kor. Ezt pl. A-bol f sugard korrel
egyik irdnyban elmetssziik az R pontban.

Az AR-re O-b6l bocsatott merdleges S talppontjan 4t O koriil hizott kor k'. Szerkessziik meg O-n 4t azt az
a egyenest, amelyik AC felez6 merdlegesének AC felé halado félegyenesével az egyenes A-t tartalmazd partjan w
szoget zér be. Ennek k’-vel valé metszéspontjaiban k’-hoz htuzott érinték (a-ra allitott merdlegesek) k-ba esé hurjai f
hosszusaguak és egyenesiik AC-vel w szbget zar be, mert e hajlasszog széarai a-ra, ill. O F-re merdlegesek.

Ahhoz, hogy az A és C pont és a most szerkesztett valamelyik har végpontjai meghatarozta négyszogben az e és
f hosszasagi har 4tlo legyen, kell, hogy a ketté messe egyméast. Ha ez teljesiil, akkor jeloljiik D-vel az f hosszisagu
harnak azt a végpontjat, amelyik az AC egyenesnek ugyanazon a partjan van, mint P, a masik végpontot B-vel. Igy
a keriileti szogek egyenlésége folytdn ABC<t = ACP< = (3, ugyanis CP a k kor érintGje, mert szerkesztés szerint
merdleges az OC sugarra. Ezek szerint az ABC D négyszog megfelel a feladat kovetelményeinek.

Mindig megszerkeszthets a k kor és e = f folytan az AR hur, a k' kor, az a egyenes és erre a k’-vel valo6 metszés-
pontjaiban allitott merglegesek. A feladatnak nincs megoldasa, 1 vagy 2 megoldasa van aszerint, hogy az a-ra allitott
merdlegesek k-ba es6 szakaszal nem metszik AC-t, ill. csak az egyikiik, vagy mind a kett metszi.

Megjegyzés. A k kor f hosszusagu, kivant allasu harjainak végpontjait kimetszhetjiik azokkal a ki, ko korokkel is,
amelyek k-nak f nagysagu eltolasaval adodnak az e-vel w szdget bezard (és egymaéssal ellentétes) irdnyban. f < e
miatt k6z0s pont mindig van, és a hur megfelel, ha végpontjai AC' két oldalan adédnak.

II. megoldas. Tovabb is a fenti jeloléseket hasznaljuk. Tiikrozziik az AD oldal E felez(ﬁpontjaraﬂ B-t, O-t és k-t,
legyen a kép B*, 0%, k*. Ekkor egyrészt ABD B* paralelogramma, AB*#BD, és B*AM< = BM A< = w, valtoszogek,
mert E, és igy B* is AC-nek B-t nem tartalmazo partjan van, M pedig az AC szakaszon. Masrészt D a k és k*
metszéspontja. Igy a kovetkezs szerkesztéshez jutottunk.

AC-nek, O-nak és k-nak a fentiek szerinti megszerkesztése utan felmérjiik a CAB*<( = w szOget, és 0] szarara az
AB* = f szakaszt. AB* mint hur f6lé OC sugari k* kort szerkesztiink, ennek k-val val6 metszéspontja D, végiil B*
tiikorképe AD felez6pontjara nézve B.

A kapott ABCD négyszogben AC = e, BD = AB* = f és BMA< = MAB*< = w, tovabba k atmegy B-n,
mert k és k*, mint egyenls sugara korok, egymas tiikorképei a kozos AD hurjuk felezSpontjara nézve, tehat a feltétel
alapjan ABC'<q = .

B* egyértelmiien szerkeszthets és D létrejon, mert k-nak és k*-nak van kozos pontja: A.

k* helyett AB*-ra valo k** tiikorképét hasznalva ujabb megoldast kapunk. A megoldasok megfelelnek, ha D az AC
egyenes B*-ot tartalmazo partjan adodik, szamuk legfeljebb 2.

3. feladat. Alakitsuk két polinom szorzatdvd az
4t rr+1
kifejezést.

I. megoldas. Olyan felbontést keresiink, melyben mindkét tényezé-polinom masodfoki és 22 egyiitthat6ja mind-
kettSben 1. Feladatunk a tovabbi p, g, illetéleg r, s egyilitthatok meghatérozasa ugy, hogy

(@® +pr+q) - (&% +ro+s) =at + (p+1)a’ + (g +pr+ )2 + (g + ps)z + s =
=zt 43422 4+ 1.
azonossag legyen. Ez teljesiil, ha 23, 2
azaz, ha

, ¢ egylitthatoja és az x-et nem tartalmazo6 tag a két oldalon rendre egyenls,

(1) p+r=1, (2) q+pr+s=1,
(3) qr+ps=1, (4) ¢s=1.

(3)-at g-val megszorozva, (1) és (4) felhasznalasaval kikiiszobolhetjiik r-et és s-et. (1)-b6l r =1 —p, igy

Cr+aps=q¢*(1—p)+p=gq,
(5) ¢ —q—pl@®=1)=(¢—1)(¢—pg—p) =0.

Ez mindenesetre teljesiil, ha ¢ = 1, amikor (4)-b6l s = 1, (2)-b6l pr = —1, és (1)-et is tekintetbe véve p és r a

(6) (z—p)z—1)=2>—(p+r)z+pr=22—2-1=0

LAz abran E potlando.



egyenlet gyokei, tehat az (1 4+ v/5)/2 és (1 — v/5)/2 értékek. Ezekkel fennall a

1 -1
P)=az'4+22+2 +2x+1= <x2—|— +2\/5:1:—|—1> <3:2— \/52 3:—|—1>

azonossdg. Ezzel megkaptunk egy kivant alaka felbontéast.

Megjegyzések. 1. Egy els6 és egy harmadfoki, valos egyiitthatos tényezdre vald felbontas nem létezik, mert kiilénben
volna P(x)-nek valos O-helye, de az a talalt felbontas valamelyik tényezdjének is O-helye volna. Amde mindkét tényezd
diszkrimin&nsa negativ, s igy egyiknek sincs val6s 0-helye.

2. Vilagos, hogy ¢ = 1 valasztas mellett a fontin kiviil csak olyan, két masodfoka valés egyiitthatos tényezébél
allo felbontéas nyerhetd, amelyik abbol az egyik tényezének egy 0-t6l kiilonboz6 ¢ szammal, a mésiknak 1/c-vel vald
szorzaséaval keletkezik. Ha viszont a g — pg —p = 0 egyenletbdl indulunk ki, akkor (2)-bél pl. p-re negyedfoku egyenletet
nyeriink, ami teljes négyzetté kiegészitésén keresztiil masodfoka tényezSkre bonthato, de azok egyikének sincs valos
0-helye. Igy nincs a fentitél lényegesen kiilonbozs, valos egyiitthatos felbontas masodfoki tényezdkre sem.

I1. megoldas. A polinomot x? 4 1 hatvanyai szerint rendezhetjiik:
P)=a'+1+z@*+1)+22 =@+ 1)? +2(? +1) — 22

Egészitsiik ki az els6 két tagot teljes négyzetté, igy két négyzet kiilonbsége keletkezik, amit mar szorzatta alakithatunk:

2
P(I)_<x2+1+%x) —Z 2= <x2+#x+l>~<z2+l_\/gl“+l>-

2

Megjegyzések. 1. Az eljaras altalaban alkalmazhat6 * + az® + bz 4+ ax + 1 alaka, Gn. szimmetrikus polinomokra, és
1

nem kiilonbozik lényegesen attol a szokasos eljarastol, amely szerint a polinom 1/ x2-szeresét az y = x+ — Gj valtozoval
x

fejezziik ki.

Az itt vazolt uton mindig eljutunk két, valos egyiitthatos masodfoka tényezére bontashoz, ha a® — 4b+ 8 > 0.

2. Az 1. megoldas gondolatmenete is alkalmazhat6 az emlitett altalanosabb esetben, és célra vezet, barmilyen
értékek is az egyiitthatok.
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