Az 1966. évi Kiirschak Jozsef matematikai tanuléverseny
feladatainak megoldasa

Elsé feladat. Van-e olyan térbeli otszog, amelynek oldalai egyenldk, és birmely két szomszédos oldala deréksziget
alkot?

I. megoldas. A feladat kovetelményeit kielégit6 ABCDE 6tszog keresésekor nyilvan k6z6mbos, hogy az oldal-
hosszat mekkoranak valasztjuk. Kiindulhatunk ezért az egységoldala ABCO négyzethdl, s azt vizsgaljuk, hogy a D,
E csicsok hol helyezkedhetnek el.

Minthogy BCD< = 90° és CD = 1, a D pont abban a ~ sikban van, amely a BC egyenest C-ben merslegesen
metszi, mégpedig e sik C kozéppontt, CO sugara korén helyezkedik el (1. dbra). A keresett 6tszog atloi egyenldk, hiszen
mindegyik egy-egy egységbefogdju egyenlGszara derékszogli haromszog atfogodja (kozos hosszuk V2 ). Eszerint AD =
AC, sigy a D pont rajta van a v sik O koézépponti, OC sugariu korén is, hiszen a «y sikban ez a kor azoknak a pontoknak
a mértani helye, amelyek A-t6l AC téavolsdgra vannak. A D pont ezek szerint csak a mondott két kor valamelyik
metszéspontja lehet. Az egyik metszéspontot onkényesen kijelolhetjiik D helyzetéiil, hiszen a két metszéspont az ABC
sikra vonatkozolag szimmetrikusan helyezkedik el, s a keresett Otszoget is tiikrozhetjiik erre a sikra. D helyzetéhez
a legegyszeriibben tgy jutunk, hogy a CO szakaszhoz a v sikban valamelyik oldalrdl egy szabalyos haromszoget
illesztiink, s ennek harmadik csticsat tekintjiik.

1. dbra

Ugyanigy okoskodhatunk az F pont helyzetét illetGen is. Az adodik tehat, hogy ha a BA szakaszra A-ban mers-
legesen emelt o sikban az OA szakaszhoz mindkét oldalrél egy-egy szabalyos haromszoget illesztiink, s ezek harmadik
csucsat Fy és Fo jeloli, akkor E csak ezek valamelyike lehet. Itt méar mind a két lehetéségre gondolnunk kell, mert az
ABC sikra vonatkozo tiikkrozés lehetGsége D megvalasztasa utdn mar nem &ll fenn.

Bebizonyitjuk, hogy nincs kivant tulajdonsagu 6tszog, mégpedig azért nincs, mert a DE; és DE5 tavolsagok egyike
sem egységnyi. Errdl szamitassal konnyen meggy6z6dhetiink. Jelolje Vi az E; pontnak a « sikra vetett meréleges

1 .
vetiiletét. A derékszogi DV4E; és DE; FEo haromszogek befogoira DV = ViE) = 3 és E1Ey = V3. Igy tehat

Pythagoras tétele szerint

1 1 1
DEy=4/-+-=—4<1
1 4+4 \/§<7
1 7
DEy=1/=43=1/=>1
2 2+ 2>

A feladat kérdésére tehat valoban nemmel kell felelni.

Megjegyzések. Megoldasunkat tobbféleképpen is befejezhettiik volna. Harom ilyen lehetGséget emlitiink.



1. Az utols6 lépést kevesebb szamolassal is elintézhetjiik. Evégett bevezetjiik az F2 pont v sikra vonatkozé E)
tiikorképét, amely egyben F; tiikorképe az O pontra vonatkozolag. A DViE; és DEYFE; haromszogekre vonatkozo
haromszog-egyenlétlenségeket felhasznalva

1 1
DE1<DV1+V1E1:§+§:1,

DE, = DEy > EyE, — DE, =2 — DE; > 1.

A masodik becslésnél az els6 eredményét is felhasznaltuk.

2. A DE; <1, DE5 > 1 egyenl6tlenségek nyomban adodnak abboél, hogy DOFE;<t < 60° és DOFE><t > 60°. Elég
az elsé helyességét belatnunk, hiszen DOFy< = DOFES< és ez a DOFE; < kiegészit6 szoge, tehat az els6 egyenlGtlenség
szerint 120°-nal is nagyobb. Az els6 egyenl6tlenség viszont a triéder oldalaira vonatkozo egyenlStlenséghbdl adodik,
amely szerint

DOE;< < DOVi<t+ VOE; < = 30° 4+ 30° = 60°.

3. Az adodott lehetségek meg nem felelg volta abbdl is kovetkezik, hogy a DE, és DEs szakaszok egyike sem
merGleges C'D-re, vagyis abbél, hogy az E;, F> pontok egyike sincs a DC-re D-ben mer6legesen emelt sikban. Ez a
sik ugyanis meréleges ~y-ra, tehat tartalmazza minden pontjanak ~y-ra vetett meréleges vetiiletét. Ez E; és Es esetében
azt jelentené, hogy a CDVi< és CDVa< valamelyike derékszog (itt Vo az Fo pont vetiiletét jel6li), marpedig az els6
120°, a mésodik pedig 60°-nal kisebb, hiszen része a C DO<t-nek.

II. megoldas. Azt allitjuk, hogy a kovetelményeket kielégitG 6tszog atloinak felezépontjai egymast6l mindannyi-
an ugyanakkora tavolsdgra vannak. Két ugyanabbol a csicsbol kiindulo atlo felez6pontjanak tavolsaga az atlok altal
kifeszitett haromszog kozépvonala, tehat a harmadik oldalnak, 6tszogilink egy oldaldnak a fele. Egyméashoz nem csatla-
kozd atlok esetében elsé megoldasunknak arra a megallapitdsara tamaszkodunk, hogy a D pont az ABCO négyzethez
csatlakozo szabélyos CDOA cstucsa. Az AC, BD &tlok felez6pontjanak tévolsagat keressiik. Minthogy az AC, BO
szakaszok felez6pontja azonos, a BO, BD szakaszok felez6pontjanak tavolsagat kell meghataroznunk. Ez azonban a
BODA koézépvonala, s igy az OD tavolsag fele, tehat szintén 6tszoglink oldaldnak felével egyenld.

Ezek szerint, ha van a feladat kdvetelményeit kielégits 6tszog, akkor van a térben 6t olyan pont, amelyek paronként
egymastol ugyanakkora tavolsagra vannak. Minthogy azonban nincs 6t ilyen pont, a feladat kdvetelményeit kielégits
0tszog sincs.

Egymastél paronként ugyanakkora tavolsadgra levé 6t pont valéban nem létezik, mert koziilik négy egy szabalyos
tetraédert hataroz meg, s az 6t6dik, a tetraéder valamennyi csicsatol egyenld tavolsadgra elhelyezkeds pont csak a
tetraéder koré irt gémb kozéppontja lehetne, de ennek a gémbnek a sugara a tetraéder élénél kisebb. (Ez a megoldas
Kdrteszi Ferenctdl valo.)

Megjegyzések. Els6 megoldasunk tobbféle befejezési lehetGsége azt sejtetheti, hogy a feladat kdvetelményeinek
megfelel§ lazitasa utan is nemmel kell a feladat kérdésére vélaszolni. Megvizsgaljuk ezért, hogy kiilonféle lazitasok
esetén mi a valasz.

1. Ha csak azt koveteljiik meg, hogy a térbeli 6tszog oldalai koziil négy legyen egyenld, viszont minden szoge
derékszog legyen, akkor mar talalhatd a kovetelményt kielégits otszog. Ezt a 2. dbra példaja mutatja, ahol az 6tszog
csucsai egy kocka cstcsai koziil valok.

Ugyanigy talalhatd 6tszog, ha az oldalak egyenl&ségén kiviil csak azt koveteljiik meg, hogy a szdgek koziil négy
derékszog legyen. Ezt a 3. 4bra mutatja, amely egy csupa egyenld éllel rendelkezd, szabalyos hdromoldald hasab éleibsl
alkotott Otszoget mutat be.

2. abra

3. dbra



2. Igennel kell a feladat kérdésére valaszolni akkor is, ha a kovetelményeken mit sem enyhitiink, viszont 6t helyett
tobboldalu sokszoget keresiink. Hat és nyolcoldalut konnyen alkothatunk egy kocka éleibgl. Hétoldaluhoz jutunk, ha
olyan szimmetrikus trapézbél indulunk ki, amelynek szérai és egyik alapja egységnyiek, masik alapjanak hossza pe-
dig V2, majd ehhez egy egyenl6szara derékszogi haromszoget, az egységnyi hosszisagn alaphoz pedig egy négyzetet
illesztiink. Ha ezt a négyzetet a trapéz sikjara mer6legesen felhajtjuk, az egyenlGszara derékszogl haromszoget pe-
dig annyira hajtjuk fel, hogy befogo6i a trapézszarakra merdlegesek legyenek, akkor kivant tulajdonsaga hétszoghoz
jutottunk el. Nyolcnal nagyobb oldalszamu ilyen sokszéget mar kdnnyen taldlhatunk.

3. Ha olyan 6tszoget keresiink, amelynek oldalai egyenlék, és barmely két szomszédos oldala ugyanakkora szoget
alkot, nem kovetelve meg, hogy ez a szdg derékszog legyen, akkor mar nem felelhetiink a feladat kérdésére egyszertien
igennel vagy nemmel. Kévetkez& megoldasunk erre a kérdésre is valaszol.

II1. megoldas. Felhasznaljuk azt, hogy ha az A, B, C, D, E pontok tavolsagai rendre egyenlSk az A;, By, C1,
Dy, E; pontok megfelel§ tavolsagaival, akkor van olyan egybevagdsag, amely az elsé pontotost a masodikba viszi at.
Ez 6t helyett akdrhany pontra is igaz, de mi csak 6t pontra alkalmazzuk.

Azt vizsgaljuk, hogy melyek azok az 6tszogek, amelyeknek oldalai egyenlSk, és barmely két szomszédos oldaluk
ugyanakkora szoget alkot. Bebizonyitjuk, hogy csak a sikbeli szabalyos 6tsz0g és az ennek atlo6ibol alakitott szabalyos
csillagOtszog ilyen, ahol is az egyenls szogek nagysaga 108°, illetve 36°. Bebizonyitjuk tehat azt is, hogy a feladat
eredeti kérdésére nemmel kell valaszolni.

A bizonyitashoz abbol indulunk ki, hogy az egyenlGoldalu és egyenl$szogli ABCDE 6tszog atloi egyenlsk, hiszen
mindegyik egy-egy olyan egyenlGszart haromszog alapja, amelynek szara és szarszoge az 6tszog oldala és szoge. Az
elérebocsatottak szerint van tehat olyan egybevagosdg, amely az ABCDFE 0Otszoget a BCDFEA 6tszogre helyezi, s
ugyanezt az 6t cstcs minden ciklikus permutaciojarol is elmondhatjuk. Ezek az egybevagésagok az 6t pont konvex
burkat is onmagara helyezik, s mivel van kozottiik olyan, amely csicsa a konvex buroknak, a ciklikus permutéacié
szabad megvalaszthatosaga miatt mind az 6t pont ilyen.

Ha az 6t pont nincs egy sikban, akkor a konvex burkuk 6tcsticsi poliéder, tehat csak négyoldalu gila vagy harom-
oldalu kettGsgula (két kozos lapt tetraéder egyesitése) lehet. Mindkettének van haroméli cstucsa és négyéli cstcsa is.
Minthogy azonban haromélid csticsot egybevagdsag nem vihet &t négyéld cstcsba, ellentmondasra jutottunk. Ha tehat
az Otszog nem sikbeli, akkor nem lehet minden oldala és minden szdge egyenld.

Ha az 6t pont egy sikban van, akkor konvex burkuk a fentiek szerint olyan 6tszog, amelynek csticsai egybevagosaggal
szabadon permutalhatok. Az 6t pont konvex burka ezért csak szabalyos 6tszog lehet, s a keresett egyenlGoldala és
egyenl6szogl Otszoget vagy a szabdalyos 6tszog oldalai, vagy annak atloi alkotjak.

Masodik feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szim, akkor
(54 Vv26)"

tizedestort alakjaban a tizedesvesszot kovetd elsd n jegy egyenld.

Megoldas. Bebizonyitjuk, hogy a tizedesvessz6t kovetd elsé n jegy 0 vagy 9-es, hogy tehat a vizsgalt szam egy
egész szamtol 107 "-nél kevesebbel tér el. Ehhez elég belatni, hogy

(5 +v26)" + (5 — v26)"

egész szdm, s hogy
1
5— \/26} —
| <10
Az utébbi szamitassal konnyen ellendrizhetd, de abbol is adodik, hogy 5,1% = 26,01 > 26, s ezért
5 < V26 < 5,1.

A még bebizonyitando allitas p(z) = (5 + x)" jeloléssel azt mondja ki, hogy p(v/26) 4+ p(—V/26) egész szam. Ez
valoban igaz, mert ha a p(z) polinomban x helyébe (—x)-et irunk, az = paratlan kitevSs hatvanyait tartalmazo tagok
elgjele megvaltozik, s ezért az egész egyiitthatos p(z) 4+ p(—z) polinomban csak x paros kitevsji hatvanyai szerepelnek.
Igy tehat e polinom értéke az = = V26 helyen valéban egész szam.

Minthogy 5 — V26 negativ, megoldasunk azt is mutatja, hogy paratlan n esetén a tizedesvessz6t kovets elsé n jegy
0, paros n esetén pedig 9-es.

Megjegyzések. 1. Nem volt sziikségiink a binomialis tételre, bar megtehettiik volna, hogy a p(z) polinom egyiitt-
hatoit a binomialis tétel segitségével fel is irjuk.

2. Megoldasunkbol konnyen kiolvashaté, hogy ha n elég nagy, akkor a tizedesvessz6t n-nél tobb egyenls jegy koveti.
Megemlitjiik, hogy ez els6 izben az n = 234 kitevére kovetkezik be.

Harmadik feladat. Van-e nem-negativ egész szamokbdl dllé olyan két végtelen A és B halmaz, hogy bdarmely
nem-negativ egész szdm pontosan egyféleképpen irhato fel eqy A-hoz tartozo és eqy B-hez tartozé szam Osszegeként?



Megoldas. Megmutatjuk, hogy vannak kivant tulajdonsédgu A, B szamhalmazok, s ehhez elég egyetlenegy példat
megadnunk.

Tartozzanak az A halmazhoz mindazok a nem-negativ egész szdmok, amelyeknek minden 0-t6l kiilonb6z6 tizedesje-
gye (a szam végeétol visszafelé szamitva) paratlanadik helyen all, B-hez pedig azok, amelyeknek minden 0-t6l kiilonb6z6
jegye parosadik helyen helyezkedik el. A 0 eszerint mind a két halmazhoz hozzatartozik, hiszen nincs 0-t6l kiilonb6z6
tizedesjegye.

Ha egy-egy A-hoz és B-hez tartozd szamot Osszeadunk, akkor az Osszeg tizedesjegyei éppen a két szam megfelels
tizedesjegyei lesznek, hiszen ugyanazon a helyen mindig csak az egyikben allhat 0-t6l kiilonb6z6 szamjegy, s ez lesz az
Osszeg tizedesjegye. Barmely nem-negativ egész szam paratlanadik jegyeibdl egy A-hoz, parosadik jegyeibdl egy B-hez
tartozo szamot alkothatunk, s ezek Gsszege a fentiek szerint éppen az a szam lesz, amelybdl kiindultunk. A két halmaz
més szadmainak Osszege nem lehet ugyanez az érték, mert valahol mas tizedesjegynek kell benniik szerepelnie, s akkor
ezt Osszegiik is tartalmazza.

Ha pl. 1967-b6l indulunk ki, akkor ebbdl az A-hoz tartozo 907 és a B-hez tartozd 1060 adodik. Ezek 6sszege valoban
1967.

Meg kell még allapitanunk, hogy az A, B halmazok mindegyike végtelen halmaz. Ez igaz, mert végtelen sok
paratlanadik és végtelen sok parosadik tizedeshely van.

Megjegyzések. 1. A feladat megoldasaként csak egyetlenegy példat adtunk meg. Sok mas példat is megadhattunk
volna.

Eljarasunk valtozatlanul alkalmazhat6, ha nem tizes, hanem tetsz6leges alapi szdmrendszert hasznalunk. Legtet-
szetGsebbnek taldn a kettes szdmrendszer valasztasakor ad6dé példa mondhaté.

Megoldasunkban a (szam végétsl visszafelé szamlalt) paratlanadik és parosadik tizedeshelyek szolgaltattak a két
szamhalmazt. Ehelyett a tizedeshelyeket akdrhogyan is eloszthattuk volna két csoportba, mindenesetre azonban ugy,
hogy mindkét csoport végtelen sok tizedeshelyet tartalmazzon. Igy pl. sorolhatnok az egyikbe azokat a tizedeshelyeket,
amelyeknek a szam végétdl visszafelé szamitott sorszama 3-mal oszthato, s a masikba a tobbit. Vagy az egyikbe azokat,
amelyeknek a sorszama torzsszam, s a masikba a tobbit. Ilyen médon tjabb példakhoz juthatunk természetesen akkor
is, ha nem a tizes szamrendszert hasznaljuk.

Tovabbi példédkhoz jutunk, ha valtozé alapi szamrendszerbdl indulunk ki. Ez a kdvetkez6t jelenti: tetszélegesen
megvalasztjuk az 1-nél nagyobb ki, ko, ... alapszdmokat; ezekkel minden nem-negativ egész szamot kifejezhetiink

C1 + Cle + Cgklkg + C4k1k2k3 —+ ...

alakban, ahol a ¢y, co, ... szamjegyek mindegyikére teljesiil a 0 < ¢; < k; megszoritas, és természetesen minden szam
kifejezésében csak véges sok szdmjegy szerepel. Egy szadm szamjegyeihez Ggy juthatunk el, hogy azt ki-gyel osztva ¢y
lesz a maradék, a hanyadost k2-vel osztva maradékként c, adédik, majd a hanyadosokat mindig tovabb osztva a tobbi
szamjegyet is megkapjuk. Ilyen valtozé alapt szidmrendszerre valtozatlanul alkalmazhatjuk megoldasunk eredeti elja-
rasat, s igy a feladat kérdésére adott valasz helyességét bizonyitd tjabb példakat kapunk. Konnyen meggy&zédhetiink
arrol, hogy minden korabban emlitett példa ennek a most ismertetett példanak specialis esete.

2. Megmutatjuk, hogy a most megismert példa a legaltalanosabb, hogy tehat a feladat kdvetelményét kielégits
barmely A, B halmazpéarhoz el lehet jutni a valtozd alapu szamrendszer alapszamainak megfelel¢ megvalasztasa utan
megoldasunk eredeti modszerével.

Legyen tehat A és B a feladat kovetelményét kielégité két szdmhalmaz. Eszerint minden nem-negativ egész szam
pontosan egyféleképpen allithato el A és B egy-egy elemének Osszegeként. Ha a kovetkezSkben elGallitasrol szolunk,
mindig ilyen elGallitdsra gondolunk. Jelolje a(n) és b(n) a két halmaznak azt az elemét, amelyek n elGallitdsaban
fellepnek, amelyekre tehat n = a(n) + b(n).

A 0 mindkét halmaz eleme, mert kiilonben 0 nem volna a két halmaz egy-egy elemének Gsszegeként elGallithatd. A
két halmaznak nincs méas kozos eleme, mert ha n ilyen volna, akkor n kétféleképpen is elGallithatd volna, ti. n + 0 és
0 + n alakban. Valamelyik halmaz elemei k6z6tt 1 is szerepel, mert kiilonben 1 nem volna elGallithat6. Legyen A ez a
halmaz, s legyen k; az a legkisebb természetes szam, amely A-nak nem eleme.

Azt allitjuk, hogy k1 szerepel B-ben. b(k1) nem lehet 0, mert ebbdl a(k1) = ki kovetkeznék, pedig k1 nem tartozik
A-hoz. Nem lehet b(k1) az 1,2, ..., k1 —1 szamok egyikével sem egyenld, mert mindezek A elemei. Ezért sziikségképpen
b(k1) = k1, tehat kq valoban eleme a B halmaznak.

A nem-negativ egész szamokat ki szambol allo ,szakaszokba” osztjuk be. Egy ilyen szakasz a

* thy, thei+1, ..., thy + (k1 — 1)

szamokbol all. Azt dllitjuk, hogy egy-egy ilyen szakasz x szdmaira b(x) értéke azonos, s hogy ez az érték ki tébbszorise.
Ez persze azt is jelenti, hogy a szakasz szamaihoz tartozo a(z) értékek ugyancsak egy teljes szakaszt alkotnak.
Allitasunkat t-re vonatkozé teljes indukciéval bizonyitjuk be. Az allitas a t = 0 értékre teljesiil, hiszen a kezds-
szakasz minden elemére b(x) = 0. Feltessziik, hogy allitasunk a tk; szamot megel6z6 szakaszok mindegyikére helyes,
bebizonyitjuk, hogy helyes a (*) szakaszra is.
Feltevésiinkbdl kovetkezik, hogy az A halmaz tkq-nél kisebb elemei teljes szakaszokat alkotnak, hiszen A minden
eleme fellép sajit maganak az elGallitdsaban, hozza B-bdl a 0 elemet adva, s akkor a tartalmazd szakasz minden elemére



b(x) = 0, a megfelels a(x) = x értékek tehat valoban egy teljes szakaszt alkotnak. Feltevésiinkbol az is kovetkezik,
hogy a B halmaz tk;-nél kisebb elemei mindannyian k; tobbszorosei, hiszen mindegyik fellép a sajat eldallitdsaban
(A-bol a 0 elemet adva hozz4), s azért az indukcios feltevés red is vonatkozik.

Tekintsiik most mar a (*) szakasz szamainak el6allitasat. Ha e szakasz valamelyik x elemére a(x) < thy és b(z) < tkq,
akkor utols6 megéallapitasunk szerint b(x) oszthato ki-gyel, s igy az a(x)+b(z) Osszegben a(x) helyébe az ezt az értéket
tartalmazo és A-hoz tartozo szakasz elemeit irva a (*) szakasz minden elemének elgallitasahoz eljutunk. Ilyenkor tehat
a bizonyitandé allitas teljestil.

Azt az esetet kell mar csak vizsgalnunk, amikor (*) minden elemének elGéllitasaban szerepel tki-nél nem kisebb
szam is. Maga tky tehat vagy tki + 0, vagy 0 4 tk; moédon allithato el6. Az utobbi esetben 0 helyébe az A-hoz tartozéd
1,2, ..., k1 — 1 szamokat irva ismét eljutunk (*) minden elemének olyan elgallitdsdhoz, amelyre allitasunk teljesiil.

Legyen tehat a(tki) = tki. Ekkor tk; az A halmaz eleme. A (*) szakasz t6bbi eleme sem tartozhatik B-hez, mert
ha tki + ¢; odatartoznék, ahol 0 < ¢; < k1, akkor

(k1 —c1) + (thr + 1) = thy + k1

ugyanannak a szamnak kétféle elgallitasa volna. Eszerint a (*) szakasz x elemére b(x) > tk; nem teljesiilhet, s ezért
a vizsgalt eset tulajdonsidga miatt sziikségképpen a(x) > thy, amib6l z < tk; + k1 miatt b(x) < ki kovetkezik.
Minthogy azonban B a ki-nél kisebb szamok koziil csak a 0-t tartalmazza, a b(x) = 0 eredményhez jutunk (amibél az
is kovetkezik, hogy a teljes (*) szakasz A-hoz tartozik). Eszerint a bizonyitandé allitas most is teljesiil.

Indukcids okoskodésunk befejezése utan megallapithatjuk, hogy az A halmaz teljes ,szakaszokboél” éll, s hogy B
minden eleme k; tobbszordse. Mindkét halmaz teljes ismeretéhez elég eszerint azt tudnunk, hogy k1 tobbszorosei koziil
melyeket tartalmazzak.

Tekintsilink olyan valtoz6 alapt szédmrendszert, amelynek els6 alapszidma kq. Eredményiink szerint ebben a szam-
rendszerben B minden elemének elsG jegye 0, viszont A barmely elemének elsé jegyét tetszélegesen megvaltoztatva
megint A eleméhez jutunk.

Azt vizsgaljuk, hogy ki tobbszorosei koziil melyek tartoznak a két halmazhoz. Alljon az A; halmaz azokbol a nem-
negativ n egész szamokbol, amelyekre nk; az A halmaz eleme, By pedig azokbol, amelyekre nk; a B halmaz eleme. Az
Ay, Bi halmazok rendelkeznek az A, B halmazoknak a feladatban foglalt tulajdonsagaival, hiszen k; tobbszorosei is
egyféleképpen allithatok el6 és elGallitasukban a fentiek szerint csak kq tobbszorosei lépnek fel. Kiilonbség van azonban
A és B, valamint A; és B; szereposztasdban, mert mintegy szerepet cserélnek. Azt a halmazt jeloltiik A-val, amelynek
1 eleme, most viszont B; jatssza ezt a szerepet, hiszen 1 ennek eleme, mert k; a B halmazhoz tartozik.

Az A,, B; halmazokra elvégezhetjiik ugyanazt az okoskodast, amelyet az A, B halmazokra mar elvégeztiink. Ezt
azzal kezdjiik, hogy a legkisebb, By hez nem tartozé természetes szamot ko-vel jeldljiik. Igy azt kapjuk, hogy A; minden
eleme ko tobbszorose, By pedig ko szambol all6 teljes ,szakaszokbol” all. Ha ka-t valasztjuk szamrendszeriink masodik
alapszamaul, akkor tehat elmondhatjuk, hogy A minden elemének masodik jegye 0, viszont B minden elemének
mésodik jegyét szabadon megvaltoztathatjuk, s megint B eleméhez jutunk.

Ezt az eljardst minden hataron tul folytathatjuk, hiszen végtelen halmazokbél indultunk ki. Eljutunk tehat egy
valtoz6 alapt szdmrendszer ki, ko ... alapszdmainak végtelen sorozatdhoz. Minthogy a névekvd indexd halmazok
allandoan szerepet cserélnek, ahhoz az eredményhez jutunk, hogy A elemeinek minden parosadik jegye 0, paratlanadik
jegyeik pedig tetsz6legesek, a B halmaz elemeinél viszont forditva, minden paratlanadik jegyiik 0, és parosadik jegyeik
tetsz6legesek. Megoldasunk eredeti moédszere tehat valoban ehhez a két halmazhoz vezet el, ha az elGirdsunknak
megfelel§ valtozo alapi szamrendszert hasznaljuk.

3. A feladat két altalanositasat emlitjiik még meg. A részletek kidolgozasat azonban méar az olvaséra bizzuk.

A feladat kérdésére igennel kell felelni akkor is, ha nem két végtelen halmazrél, hanem ketténél tobbrsl van a
feladatban sz6. Ez els6 megjegyzésiinknek ahhoz az észrevételéhez kapcsolodik, hogy a tizedeshelyeket akarhogyan
beoszthatjuk két (végtelen sok tizedeshelyet tartalmazd) csoportba. Ha nem két, hanem kett6nél tobb csoportba
osztjuk be Gket, akkor a mondott altalanositashoz jutunk.

Igennel kell felelni a feladat kérdésére akkor is, ha benne nem-negativ egész szamok helyett egész szamokat mondunk.
Ennek megvilagitasa érdekében a végtelen

(T+2) (14221 + 21 +2%). ..

szorzatot tekintjiik. Ha itt a beszorzast formaélisan elvégezziik, £ minden nemnegativ egész kitevGji hatvanyanak
Osszege adodik eredményiil. Ha a szorzat tényezGit két csoportba szedve, pl. csak a pératlanadikokat, majd csak a
parosadikokat szorozzuk Ossze, akkor az adodo két kifejezésben felléps kitevék példat adnak olyan A, B halmazokra,
amilyenekrdl a feladat szolt. Ha most a fenti szorzat helyett az

(I+2) 1+ )1 +2h)(1+279)...

szorzatot tekintjiik, akkor a beszorzas z minden egész kitevSjd hatvanyanak Osszegét adja, s a tényezSk két csoportba
szedésekor fellépd kitevShalmazok az egész szamok korében kimondott altalanositds helyességét tamasztjak ala.

Hajés Gyorgy



