
Kérdés: Elektromos áramkörök számításával foglalkozó �zikai feladatmegoldásoknál többször találkoztam a Kirhho�-

törvényekkel. Több �zikakönyvben utánanéztem, és úgy látom, hogy azok nem egységesek, mintha különböz® összefüg-

géseket neveznének a különböz® könyvek Kirhho�-törvényeknek. Ebben a kérdésben nem tudok kiigazodni. Szeretném

tudni, hogy pontosan mit is értünk az elektromos áramkörökre vonatkozó Kirhho�-törvényeken? (Tóth György)

Felelet: A helyesen, de különböz® matematikai alakban megfogalmazott I. és II. Kirhho�-törvény �zikai tartalma

természetesen mindig ugyanaz. A �zikai mennyiségek de�níiója, els®sorban pedig az el®jelek megállapodástól függnek,

ezért a Kirhho�-törvények különböz® könyvekben matematikailag különböz® alakúak lehetnek. Ismertetjük a törvé-

nyek különböz® lehetséges megfogalmazását, rámutatva a felmerül® el®jelkérdésekre. Egyszer¶ség kedvéért korlátozzuk

vizsgálatainkat egyenáramú körökre.

Áramforrásnak nevezzük az olyan berendezést, melynek segítségével elektromos vezet®kben folyamatosan (hosszabb

ideig) elektromos áram tartható fenn. Áramforrások pl. a különböz® telepek, akkumulátorok, generátorok stb. Ezek

közös tulajdonsága, hogy két kivezetésük, �kapsuk� van, amelyek között olyan poteniálkülönbség (feszültség) je-

lentkezik, amely lehet®vé teszi, hogy a kapsokra kötött ellenálláson (terhelésen) tartósan elektromos áram folyjék

át.

Az áramforrásokra jellemz®, hogy belsejükben, olyan �zikai hatásoknak kell fellépniök, melyek a pozitív kaposról

elektronokat �szívnak� el és azokat a negatív kaposra �nyomják�. Ez tehát olyan er®hatás, mely éppen ellentétes az

elektromos töltések között fellép® (elektrosztatikus) er®vel, mert a negatív töltést (elektronokat) a negatív kapos-

ra hajtja. Ennek az er®hatásnak eredete különböz® lehet (kémiai: akkumulátorok, termikus: h®elemek, mehanikai:

generátorok). Az áramforrást folyadékszivattyúhoz hasonlíthatjuk, amely pl. a vizet egyik végén szívja, másik végén

nyomja. Így a szivattyú két végéhez s®vezetéket kapsolva a víz folyamatos körbeáramlása következik be. A szivattyú

a satlakozó s®vezeték végén nyomáskülönbséget tart fenn. Ez biztosítja a s®ben a víz folyamatos áramlását a fellép®

(fékez®) súrlódás ellenére is. A küls® s®vezetékben a víz a nagyobb nyomású helyr®l a kisebb nyomású felé áramlik,

magában a szivattyúban viszont a kisebb nyomású helyr®l a magasabb nyomású hely felé. Ezt a szivattyúban az teszi

lehet®vé, hogy benne küls® er®k mehanikai munkát végeznek, a szivattyú kívülr®l energiát kap. Ez a kívülr®l kapott

mehanikai energia alakul azután a küls® s®vezetékben h®vé (esetleg pl. a turbinában újból mehanikai energiává).

Teljesen hasonlóan az áramforrás a terhelés két végén biztosítja az áram tartós folyásához szükséges poteniálkü-

lönbséget, kaposfeszültséget. A terhelésen az elektromos áram a pozitív kaposból a negatív kaposba (tehnikai

áramirány) folyik: energiát (Joule-féle h®t, esetleg mehanikai energiát a motorokban) szolgáltat. Az áramforrásban

az áram a feszültséggel ellentétes irányba folyik, miközben energiát fogyaszt. Az áramforrás belsejében tehát más (pl.

kémiai, mehanikai) energia t¶nik el (alakul át elektromos energiává), és ez jelenik meg a fogyasztóban (terhelésen).

Azt a kifejezést szoktuk használni, hogy az áramforrásnak (kémiai, termikus vagy mehanikai hatások következtében)

elektromotoros ereje van. (Az er® szóhasználat félreértésre ad lehet®séget, nem mehanikai er®r®l van szó, ezt már az

is mutatja, hogy az elektromotoros er® egysége ugyanúgy a volt, mint a feszültségé. A mehanikai hasonlatunknál,

a szivattyúnál az ennek megfelel® �zikai mennyiség: a nyomáskülönbség sem er®.) Az elektromotoros er® biztosítja

zárt áramkörben az áram folytonos folyását, az áramkör megszakításakor pedig ez a terheletlen �üres� kapsokon

poteniálkülönbséget, feszültséget tart fenn.

Az elektromotoros er®t a terheletlen kapsokon jelentkez® ún. üresjárási kaposfeszültséggel mérhetjük, megegyezés

szerint azonban az üresjárási kaposfeszültséggel ellentétes el®jel¶nek választjuk. Az elektromotoros er® tehát az üresjá-

rási kaposfeszültség (−1)-szerese. Az el®z®ekben mondottak szerint az ellenkez® el®jelezés érthet®, az elektromotoros

er® az elektronokat a negatív sarokra hajtja, tehát ellentétes a feszültséggel. A Kirhho�-féle törvények különböz®ek

lesznek annak megfelel®en, hogy az elektromotoros er®t vagy az üresjárási kaposfeszültséget használjuk-e bennük

mint �zikai fogalmat.

1. ábra

Legel®ször vizsgáljuk a legegyszer¶bb esetet, az ideális (bels® ellenállás nélküli) U kaposfeszültség¶, R ellenállással

terhelt telepet. Az 1. ábrán ennek feszültségviszonyait tüntettük fel.

Az 1a ábra szerint az A pontból kiindulva a bejelölt körüljárási irányban haladva, az A pontba visszaérkezve a

feszültségesések összege nulla. Tehát

(1a) −U + IR = 0.

Az els® tag el®jele negatív, mert a telepen keresztülhaladva a feszültség (a körüljárási irányban) nem esik, hanem

emelkedik. Lényeges, hogy a telepen az U feszültséget helyesen (a pozitív sarokból a negatív sarok felé mutató nyíllal)

jelöljük; a körüljárási irány és az I áramer®sség pozitív iránya azonban már önkényes lehet. Pl. az 1b ábra szerint

(1b) −IR+ U = 0.
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Most a körüljárási irányban haladva az ellenálláson emelkedik a feszültség, ezért itt IR el®jele negatív.

1a és 1b azonossága nyilvánvaló (az egyik egyenlet a másik (−1)-szerese). Az 1 ábra szerint viszont

(1c) IR + U = 0.

Most már az egyenlet nem azonos az el®z®ekkel, hanem ebb®l

I = −

U

R
,

vagyis I-re negatív eredményt kapunk. Fizikailag azonban a kapott eredmény megint helyes, a negatív eredmény sak

azt jelenti, hogy a valódi áram az ábrán önkényesen felvett áramiránnyal ellentétes irányban folyik.

Ennél az egyszer¶ példánál az 1a egyenlet használata t¶nik természetes-nek. Rámutatunk azonban a másik két

egyenlet használhatóságára is. Bonyolult áramköröknél ugyanis sokszor a valódi áramirányokat el®re nem tudjuk,

ellentétben a telepek feszültségével (ezeken a +, ill. − sarkok meg vannak jelölve, ismertek). Önkényesen felvéve az

áramirányokat, helyes eredményt kaphatunk, tudva azt, hogy az áramer®sségre kapott negatív érték ellentétes irányú

valódi áramot jelent.

Végül az (1a) egyenletet így is átalakíthatjuk:

(2) −(−U) = IR; U = IR.

Ezt az egyenletet �zikailag így értelmezhetjük: a nyíl irányában körbejárva az elektromotoros er® (negatív kaposfe-

szültség, akkor adódik pozitívnak, ha U és a körbejárás iránya ellentétes) egyenl® a terhelésen fellép® feszültségeséssel.

U -t az egyenlet egyik oldaláról a másikra átvive el®jelet vált, vagyis kaposfeszültségb®l elektromotoros er® lesz.

2. ábra

A (2) alakú egyenlet alkalmazásának élszer¶sége azon alapszik, hogy az áramforrások többségénél az elektromoto-

ros er® nem függ az I áramer®sségt®l. Ezért a (2) egyenlet bal oldala a terhelést®l függetlenül állandó. Ez azonban nem

azt jelenti, hogy a kaposfeszültség állandó. Az elektromotoros er®t létrehozó energiaforrás szolgáltatta elektromos

energiának egy része már magában az áramforrásban átalakul (többnyire h®vé), elvész a küls® terhelés számára. Ilyen

veszteséget okoz pl. a generátorok tekerseiben keletkez® Joule-féle h®. Ezért a valódi áramforrás az el®z® példában

felhozott �ideális� áramforrással és egy vele sorbakapsolt bels® ellenállással (Rb) jellemezhet®. (L. 2. ábra.) Ekkor a

feszültségekre a

(3) −U +RbI +RI = 0

egyenletet írhatjuk fel. Vagy az elektromotoros er® fogalmát felhasználva:

(4) U = RbI +RI.

Tehát az elektromotoros er® egyenl® a (bels® és küls®) ellenállásokon jelentkez® feszültségesések összegével.

Több áramforrás és több terhelés különféle összekapsolásánál az áramforrások elektromotoros erejét, a bels® és

küls® ellenállásokat ismerve, a Kirhho�-törvények mindig elegend® egyenletet adnak az id®ben állandó (staionáris)

áramer®sségek meghatározására.

3. ábra

I. Kirhho� els® törvénye vagy a somóponti törvény az áramelágazási pontokra vonatkozik és így szól: Minden

somópontban az egyes ágakból odaérkez® áramok er®sségének összege egyenl® a kifolyó áramok er®sségének összegével.

Tehát pl. a 3. ábra szerint:

(5) I1 + I3 = I2 + I4 + I5 + Ib.

II. Kirhho� második törvénye vagy a huroktörvény szerint a tetsz®legesen kiválasztott hurok mentén a hurok-

ban lev® elektromotoros er®k algebrai (el®jeles) összege egyenl® az ellenállásokon jelentkez® feszültségesések algebrai

(el®jeles) összegével. Tehát pl. a 4. ábra szerint

(6) U1 − U2 = Rb1I1 +R3I3 +Rb2I5 −R4I7 +R5I1.
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4. ábra

Az alkalmazandó el®jelek az el®z®ek szerint már érthet®k. Pl. a negyedik tag a jobb oldalon negatív, mert I7
iránya a körüljárás irányával ellentétes. A telepeken U -k nyilai adottak, I-k és a körüljárás iránya önkényes. Negatív

áramer®sség az eredményben a felvett irányokkal ellentétes irányú áramot jelent.

A második Kirhho�-törvény természetesen így is megfogalmazható: a hurkon körüljárva a feszültségesések összege

nulla. Ilyenkor nemsak a (küls® és bels®) ellenállásokon fellép® feszültségesések összegezend®k, hanem a telepek

feszültségei is. Pl. a 4. ábrának megfelel®en most ez írható fel:

(7) I3R3 + U2 + I5Rb2 − I7R4 + I1R5 − U1 + I1Rb1 = 0.

Bonyolult kapsolásoknál igen sok egyenletet kell felállítanunk, de a két Kirhho�-törvény mindig elegend® függet-

len egyenletet szolgáltat a feladat megoldásához. Gyakorlatban újabban egyszer¶bben szoktak eljárni. A hurkokban a

felvett körüljárási irányban folyó ún. hurokáramokkal számolnak. Valamely ágban folyó áram mindazoknak a hurok-

áramoknak az algebrai összege, amelyek a vizsgált ágon keresztülfolynak. Ilyen módon a Kirhho� els® törvénye már

eleve kielégít®dik és sak a második törvényt kell alkalmaznunk. Lássunk erre egy egyszer¶ példát (5. ábra).

5. ábra

Az I1 hurokra

(8) U = (I1 − I2)R1 +RbI1,

az I2 hurokra

(9) 0 = (I2 − I1)R1 +R2I2.

E két egyenletb®l:

I1 =
R1 +R2

R1R2 +R2Rb +R1Rb

U,(10)

I2 =
R1

R1R2 +R2Rb +R1Rb

U.(11)

Természetesen az R1 ellenálláson átfolyó áram er®ssége

(12) I1 − I2 =
R2

R1R2 +R1Rb +R2Rb

.

Ennek alapján reméljük, nem lesz nehéz az elektromos áramkörökre vonatkozó feladatok megoldása.

Talán sak még egy kérdést vethetünk fel. Mit jelent az, ha a Kirhho�-törvények alapján valamelyik áramforráson

annak elektromotoros erejével ellentétes (feszültségével megegyez®) irányban folyó áramer®sséget kapunk? Ez azt

jelenti, hogy az áramforrás nem energiát szolgáltat, hanem energiát fogyaszt. Tehát pl. az akkumulátorban kémiai

energia jelenik meg, az akkumulátor nem kisül, hanem tölt®dik. A generátor mehanikai energiát nem fogyaszt, hanem

szolgáltat, vagyis ez az elektromos gép nem generátorként, hanem motorként dolgozik. Nézzük pl. a 6. ábrát, ahol egy

generátor és egy motor kapsolási rajzát láthatjuk. (Rbg: a generátor bels® ellenállása, Rbm: a motor bels® ellenállása,

a vezeték ellenállását elhanyagoltuk.)

A Kirhho�-törvények szerint:

(13) Ug − Um = RbgI1 +RbmI1,

tehát

(14) I1 =
Ug − Um

Rbg +Rbm

.
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6. ábra

A forgó motorban a generátoréval ellentétes irányú elektromotoros er® lép fel. Ezért ezt ellenelektromotoros er®nek

is nevezik. Miként a (14) egyenletb®l látható, az ellenelektromotoros er® lesökkenti a körben folyó áramot. Vagyis pl.

a (13) egyenletet átalakítva

(15) Ug = Um +RbgI1 +RbmI1.

A jobb oldali Um pozitív, úgy is tekinthet®, mintha az Rbg és Rbm mellett a körben újabb nagy �ellenállás� jelenne meg.

Ezen az �ellenálláson� átfolyó áram azonban nem h®t fejleszt, hanem mehanikai munkát végez. I1-gyel végigszorozva:

(16) UgI1 = UmI1 + (Rbg + Ebm)I21 .

A generátor által fogyasztott mehanikai teljesítmény egyenl® a motor által leadott mehanikai teljesítmény és a h®vesz-

teségek összegével. Álló motornál Um = 0, ilyenkor (14) szerint az áramer®sség sokszorosa az üzemi áramer®sségnek.

A motor lehet úgy méretezve, hogy az indítás rövid idejéig ezt a többletáramot kibírja, máskor ún. indító ellenállással

kell a kezdeti áramot korlátozni és sak a motor forgásba jövetele után szabad ezt fokozatosan kikapsolni.

Bodó Zalánné
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