Keérdés: Elektromos dramkdérok szamitdsdval foglalkozo fizikai feladatmegolddsokndl t6bbszor taldlkoztam a Kirchhoff-
torvényekkel. Tobb fizikakdnyvben utdnanéztem, €s gy latom, hogy azok nem egységesek, mintha kilonbozd dsszefiig-
géseket neveznének a kiillonbézd konyvek Kirchhoff-torvényeknek. Ebben a kérdésben nem tudok kiigazodni. Szeretném
tudni, hogy pontosan mit is értink az elektromos dramkérokre vonatkozo Kirchhoff-torvényeken? (Toth Gyérgy)

Felelet: A helyesen, de kiilonb6z6 matematikai alakban megfogalmazott 1. és I1. Kirchhoff-torvény fizikai tartalma
természetesen mindig ugyanaz. A fizikai mennyiségek definicioja, elsGsorban pedig az elGjelek megallapodastol fiiggnek,
ezért a Kirchhoff-térvények kiilonb6z6 kényvekben matematikailag kiilonbozé alaktiak lehetnek. Ismertetjiik a torvé-
nyek kiilonboz6 lehetséges megfogalmazéasat, ramutatva a felmeriils elGjelkérdésekre. Egyszertiség kedvéért korlatozzuk
vizsgalatainkat egyenaramu korokre.

Aramforrdsnak nevezziik az olyan berendezést, melynek segitségével elektromos vezetSkben folyamatosan (hosszabb
ideig) elektromos dram tarthato fenn. Aramforrasok pl. a kiilonboz6 telepek, akkumuldtorok, generatorok stb. Ezek
kozos tulajdonsaga, hogy két kivezetésiik, ,kapcsuk” van, amelyek kozott olyan potencidlkiilonbség (fesziiltség) je-
lentkezik, amely lehet6vé teszi, hogy a kapcsokra kotott ellenallason (terhelésen) tartosan elektromos aram folyjék
at.

Az aramforrasokra jellemzs, hogy belsejiikben, olyan fizikai hatasoknak kell fellépnick, melyek a pozitiv kapocsrol
elektronokat ,szivnak” el és azokat a negativ kapocsra ,nyomjak”. Ez tehat olyan erShatas, mely éppen ellentétes az
elektromos toltések kozott felleps (elektrosztatikus) erével, mert a negativ toltést (elektronokat) a negativ kapocs-
ra hajtja. Ennek az erShatasnak eredete kiilonboz6 lehet (kémiai: akkumulatorok, termikus: héelemek, mechanikai:
generatorok). Az aramforrast folyadékszivattytihoz hasonlithatjuk, amely pl. a vizet egyik végén szivja, masik végén
nyomja. Igy a szivattyu két végéhez csévezetéket kapcsolva a viz folyamatos korbearamlasa kovetkezik be. A szivattyt
a csatlakozoé csévezeték végén nyomaskiilonbséget tart fenn. Ez biztositja a csében a viz folyamatos dramlasét a felléps
(fékez6) surlodas ellenére is. A kiilsG csGvezetékben a viz a nagyobb nyoméasua helyrél a kisebb nyomasu felé dramlik,
magaban a szivattyuban viszont a kisebb nyomasu helyrdl a magasabb nyomasu hely felé. Ezt a szivattytban az teszi
lehet6vé, hogy benne kiils6 er6k mechanikai munkat végeznek, a szivattyu kiviilr6l energiat kap. Ez a kiviilr6l kapott
mechanikai energia alakul azutan a kiils6 cs6vezetékben hgvé (esetleg pl. a turbinaban Gjbol mechanikai energiava).
Teljesen hasonléan az aramforras a terhelés két végén biztositja az aram tartos folyasahoz sziikséges potencialkii-
1onbséget, kapocsfesziiltséget. A terhelésen az elektromos aram a pozitiv kapocsbol a negativ kapocsba (technikai
aramirany) folyik: energiat (Joule-féle hét, esetleg mechanikai energiat a motorokban) szolgaltat. Az dramforrasban
az aram a fesziiltséggel ellentétes irdnyba folyik, mikdzben energiat fogyaszt. Az dramforras belsejében tehat mas (pl.
kémiai, mechanikai) energia ttinik el (alakul 4t elektromos energiava), és ez jelenik meg a fogyasztoban (terhelésen).
Azt a kifejezést szoktuk hasznélni, hogy az aramforrasnak (kémiai, termikus vagy mechanikai hatasok kovetkeztében)
elektromotoros ereje van. (Az er$ szohasznalat félreértésre ad lehet&séget, nem mechanikai erérél van szo, ezt mar az
is mutatja, hogy az elektromotoros erg egysége ugyanigy a volt, mint a fesziiltségé. A mechanikai hasonlatunknal,
a szivattyinal az ennek megfelel$ fizikai mennyiség: a nyoméaskiilonbség sem erd.) Az elektromotoros eré biztositja
zart aramkorben az aram folytonos folyasit, az dramkor megszakitasakor pedig ez a terheletlen iires” kapcsokon
potencialkiilonbséget, fesziiltséget tart fenn.

Az elektromotoros erét a terheletlen kapcsokon jelentkez un. iiresjarasi kapocsfesziiltséggel mérhetjiik, megegyezés
szerint azonban az iiresjarasi kapocsfesziiltséggel ellentétes eldjelinek vdlasztjuk. Az elektromotoros ers tehat az iiresja-
rasi kapocsfesziiltség (—1)-szerese. Az el6z6ekben mondottak szerint az ellenkezs elGjelezés érthetd, az elektromotoros
er6 az elektronokat a negativ sarokra hajtja, tehat ellentétes a fesziiltséggel. A Kirchhoff-féle torvények kiilonbozéek
lesznek annak megfelel6en, hogy az elektromotoros erét vagy az iiresjarasi kapocsfesziiltséget hasznaljuk-e benniik
mint fizikai fogalmat.
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Legel@szor vizsgaljuk a legegyszertibb esetet, az ideélis (bels6 ellenallas nélkiili) U kapocsfesziiltségt, R ellenallassal
terhelt telepet. Az 1. 4bran ennek fesziiltségviszonyait tiintettiik fel.

Az la abra szerint az A pontbol kiindulva a bejeldlt koriiljarasi irdnyban haladva, az A pontba visszaérkezve a
fesziiltségesések Osszege nulla. Tehat

(1a) —U+IR=0.

Az els6 tag elGjele negativ, mert a telepen keresztiilhaladva a fesziiltség (a koriljarasi iranyban) nem esik, hanem
emelkedik. Lényeges, hogy a telepen az U fesziiltséget helyesen (a pozitiv sarokbol a negativ sarok felé mutatoé nyillal)
jeloljiik; a koriiljarasi irdny és az I dramer6sség pozitiv irdnya azonban mér énkényes lehet. Pl. az 1b abra szerint

(1b) —IR+U =0.



Most a koriiljarasi irdnyban haladva az ellenallason emelkedik a fesziiltség, ezért itt IR elGjele negativ.
la és 1b azonossaga nyilvanvalo (az egyik egyenlet a mésik (—1)-szerese). Az 1¢ abra szerint viszont

(1) IR+U =0.
Most mar az egyenlet nem azonos az eléz6ekkel, hanem ebbél
U
I=——
R 3

vagyis I-re negativ eredményt kapunk. Fizikailag azonban a kapott eredmény megint helyes, a negativ eredmény csak
azt jelenti, hogy a valédi aram az dbran onkényesen felvett aramirdnnyal ellentétes irdnyban folyik.

Ennél az egyszerd példanal az la egyenlet hasznalata tiinik természetes-nek. Ramutatunk azonban a masik két
egyenlet hasznalhatésdgara is. Bonyolult dramkoroknél ugyanis sokszor a valédi dramirdnyokat elére nem tudjuk,
ellentétben a telepek fesziiltségével (ezeken a +, ill. — sarkok meg vannak jeldlve, ismertek). Onkényesen felvéve az
adramiranyokat, helyes eredményt kaphatunk, tudva azt, hogy az aramerdsségre kapott negativ érték ellentétes iranyt
valédi dramot jelent.

Végiil az (1a) egyenletet igy is atalakithatjuk:

(2) —(-U)=1IR; U=IR.

Ezt az egyenletet fizikailag igy értelmezhetjiik: a nyil irdnyaban korbejarva az elektromotoros erd (negativ kapocsfe-
sziiltség, akkor adodik pozitivnak, ha U és a korbejarés iranya ellentétes) egyenls a terhelésen felléps fesziiltségeséssel.
U-t az egyenlet egyik oldalardl a masikra atvive elGjelet valt, vagyis kapocsfesziiltségbdl elektromotoros erd lesz.
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A (2) alaku egyenlet alkalmazéasanak célszertisége azon alapszik, hogy az aramforrasok tobbségénél az elektromoto-
ros er$ nem fligg az I dramerdsségtol. Ezért a (2) egyenlet bal oldala a terheléstd! fiiggetleniil allandé. Ez azonban nem
azt jelenti, hogy a kapocsfesziiltség allando. Az elektromotoros erdt létrehozo energiaforras szolgéltatta elektromos
energianak egy része mar magéban az dramforrasban atalakul (t6bbnyire hove), elvész a kiilss terhelés szamara. Ilyen
veszteséget okoz pl. a generdtorok tekercseiben keletkezs Joule-féle h. Ezért a valoédi aramforras az el6zé példaban
felhozott ,idealis” aramforrassal és egy vele sorbakapcsolt belss ellenallassal (Rp) jellemezhets. (L. 2. abra.) Ekkor a
fesziiltségekre a

(3) U+ RyI+RI=0
egyenletet irhatjuk fel. Vagy az elektromotoros erd fogalmat felhasznélva:
(4) U= Ry]+ RI.

Tehat az elektromotoros erd egyenls a (bels6 és kiilsg) ellenallasokon jelentkezd fesziiltségesések Osszegével.

Tobb aramforras és tobb terhelés kiilonféle dsszekapcesolasanal az aramforrasok elektromotoros erejét, a belsé és
kiilsé ellenallasokat ismerve, a Kirchhoff-torvények mindig elegendd egyenletet adnak az idében allando6 (stacionaris)
aramerdsségek meghatarozasara.

3. dbra

L. Kirchhoff elsd torvénye vagy a csomoéponti torvény az dramelagazasi pontokra vonatkozik és igy szoél: Minden
csomopontban az egyes dgakbol odaérkezs aramok erésségének Gsszege egyenls a kifolyd aramok erésségének 6sszegével.
Tehat pl. a 3. dbra szerint:

(5) L+ =01+ 1i+ I + Ip.

II. Kirchhoff mdasodik torvénye vagy a huroktdrvény szerint a tetszélegesen kivalasztott hurok mentén a hurok-
ban levd elektromotoros erdk algebrai (elGjeles) Gsszege egyenls az ellenéllasokon jelentkezo fesziiltségesések algebrai
(el6jeles) osszegével. Tehat pl. a 4. dbra szerint

(6) Uiy — Uy = Ryih + R3l3 + Ryols — Ryl7 + Rs1y.
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Az alkalmazando elGjelek az el6zéek szerint mar értheték. Pl. a negyedik tag a jobb oldalon negativ, mert I7
iranya a koriiljaras irdnyaval ellentétes. A telepeken U-k nyilai adottak, I-k és a koriiljaras irdnya 6nkényes. Negativ
aramer@sség az eredményben a felvett irdnyokkal ellentétes irdnya dramot jelent.

A masodik Kirchhoff-torvény természetesen igy is megfogalmazhato: a hurkon koriiljarva a fesziiltségesések Osszege
nulla. Ilyenkor nemcsak a (kiils6 és belss) ellenallasokon felleps fesziiltségesések Osszegezenddk, hanem a telepek
fesziiltségei is. Pl. a 4. dbranak megfelelen most ez irhato fel:

(7) IsR3 +Us + IsRyo — I7R4 + 1 Rs — Uy + 11 Rpy = 0.

Bonyolult kapcsolasoknél igen sok egyenletet kell felallitanunk, de a két Kirchhoff-t6rvény mindig elegends fiigget-
len egyenletet szolgaltat a feladat megoldasahoz. Gyakorlatban Gjabban egyszertibben szoktak eljarni. A hurkokban a
felvett koriiljarasi iranyban foly6 dn. hurokaramokkal szdmolnak. Valamely agban foly6 dram mindazoknak a hurok-
dramoknak az algebrai Osszege, amelyek a vizsgélt 4gon keresztiilfolynak. Ilyen médon a Kirchhoff els6 torvénye méar
eleve kielégit6dik és csak a masodik torvényt kell alkalmaznunk. Lassunk erre egy egyszert példat (5. dbra).
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5. dbra
Az I, hurokra
(8) U= (Il — IQ)Rl + Ryl
az I hurokra
(9) 0= (I — I,)Ry + Rol.
E két egyenletbdl:
R+ Ro
].0 I = ,
(10) ' RiRy + RyRy + R Ry
Ry
11 Iy = U.
(D > RiRy + RaRy + Ri Ry

Természetesen az R; ellenallason atfolyd aram eréssége

Ry
RiRy + R1Ry + RoRy,

(12) L~ I =

Ennek alapjan reméljiik, nem lesz nehéz az elektromos aramkorokre vonatkozé feladatok megoldésa.

Talan csak még egy kérdést vethetiink fel. Mit jelent az, ha a Kirchhoff-térvények alapjan valamelyik aramforrason
annak elektromotoros erejével ellentétes (fesziiltségével megegyezs) iranyban foly6é aramerdsséget kapunk? Ez azt
jelenti, hogy az aramforrds nem energiat szolgaltat, hanem energiat fogyaszt. Tehat pl. az akkumuldtorban kémiai
energia jelenik meg, az akkumulator nem kisiil, hanem t6lt6dik. A generator mechanikai energiat nem fogyaszt, hanem
szolgaltat, vagyis ez az elektromos gép nem generatorként, hanem motorként dolgozik. Nézziik pl. a 6. 4brat, ahol egy
generator és egy motor kapcsolasi rajzat lathatjuk. (Rpe: a generator belss ellenallasa, Ry, : a motor belsé ellenallasa,
a vezeték ellenallasat elhanyagoltuk.)

A Kirchhoff-térvények szerint:

(13) Ug — Um = Rpgl1i + Ry 11,
tehét

Ug — Un
(14) I £

- Rys + Rom
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A forg6 motorban a generatoréval ellentétes irdnyt elektromotoros erg 1ép fel. Ezért ezt ellenelektromotoros erének
is nevezik. Miként a (14) egyenletbdl lathato, az ellenelektromotoros erd lecsokkenti a korben foly6 dramot. Vagyis pl.
a (13) egyenletet atalakitva

(15) Uy = Up + Rogly + Rom 1.

A jobb oldali Uy, pozitiv, Ggy is tekinthets, mintha az Rys és Ry, mellett a korben Gjabb nagy ,ellenallas” jelenne meg.
Ezen az ,ellenéllason” atfolyd aram azonban nem hét fejleszt, hanem mechanikai munkat végez. I1-gyel végigszorozva:

(16) Uglh = UpIh + (Ryg + Ep) I3

A generétor altal fogyasztott mechanikai teljesitmény egyenls a motor altal leadott mechanikai teljesitmény és a hGvesz-
teségek Osszegével. Allé motornal U,, = 0, ilyenkor (14) szerint az aramerésség sokszorosa az iizemi aramerGsségnek.
A motor lehet Ggy méretezve, hogy az inditas rovid idejéig ezt a tobbletdramot kibirja, méskor tn. indité ellenallassal
kell a kezdeti aramot korlatozni és csak a motor forgasba jovetele utan szabad ezt fokozatosan kikapcsolni.

Bodé6 Zalanné



