A vektorok mibenléte és a veliik végzett legegyszertibb miveletek (Osszeadés, kivonds, OsszetevSkre bontés) is-
meretesek a kozépiskolai tanulmanyokbol. Vektorokra azonban nemcsak ezek a miveletek értelmezhetsk, hanem két
vagy tobb vektor szorzasa is. A kovetkezdkben bemutatott néhany egyszerd példa azt szeretné illusztralni, mennyire
megkonnyitik az ilyen miiveletek a fizikai és geometriai Osszefiiggések, torvények felirasat és az azokkal vald szamolast.

Természetesen egy Gj miveletet értelmezhetiink teljesen onkényesen, de altaldban vannak bizonyos célszertiségi
szempontok vagy megszoritasok. (Példaul a negativ és tort kitevSjd hatvanyt agy definidljuk, hogy a hatvanyozas
pozitiv egész kitevGkre vonatkozo ismert azonossagai tovabbra is érvényben maradjanak.) Mivel a vektorokat két adat
(nagysag és irany) jellemzi, még a célszertiségi szempontok figyelembevételével is a szorzést tobbféleképpen értelmezziik.

Vektorok szorzasa skalaris mennyiséggel

Legyen m tetsz6leges valos szam. Az ma vektoron azt a vektort értjiikk melynek iranya a-éval egyezd, illetleg m < 0
esetén vele ellentétes, nagysiga pedig az a-énak |m|-szerese. Ez természetszertleg adodik a szorzasnak mint ismételt
Osszeadasnak az értelmezésébdl.

Konnyen belathato, hogy a szorzas e fajtaja asszociativ és disztributiv a kdvetkezé értelemben:

(mn)a =m(na); (m+n)a=ma+ na,

m(a+b) =m(b+a) =ma+ mb.

Vektorok skalaris szorzata

a és b vektorok skalaris szorzatan az |a| - |b| - cos ¢ skalaris mennyiséget értjiik, melynél ¢ a két vektor &ltal bezart
(180°-nél kisebb) szog. Jele:
a-b, ab vagy (ab).

Nyilvan érvényes a kommutativitas és disztributivitas:
ab=Dba; a-(b+c)=ab+ac.

Az asszociativ torvény nem érvényes, hiszen altalaban (ab)-c # a(bc). (Itt kétféle szorzas szerepel!) Ennek a szorzasnak
az az érdekessége, hogy a szorzat akkor is lehet nulla, ha egyik tényez6 sem az, hanem egymaésra merélegesek. Két
vektor merdleges voltat tehat igy fejezhetjiik ki: ab = 0. (A nullvektort barmely vektorra merslegesnek tekintjiik.)
Megjegyezhetjilk még, hogy a® = aa = |a|?. Tovabba, hogy ha |b| = 1 (egységvektor), akkor ab = |a| - cos ¢, ami
nyilvan az a vektornak a b irdnyaba ess vetiilete.

Vektorok vektorialis szorzata

Két vektor vektorilis szorzatén (ax b vagy [ab]) azt a vektort értjiik, melynek nagysaga |a|- [b|-sin ¢ (¢ a két
vektor altal bezart, 180°-nal kisebb sz0g), iranya pedig merd&leges a két tényezévektorra, tovabba a, b és a x b sorrend
szerint ugy allnak, mint a jobb kéz egyméasra merdlegesen allitott hiivelyk-, mutato- és kézépss ujja. (Jobbsodrasiu
rendszer.)

A meghatarozas mutatja, hogy tulajdonképpen iranyitott teriiletrdl van szd, mert a vektori szorzat nagysaga a két

tényez6 altal kifeszitett paralelogramma teriilete (1. abra).
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a 1. dbra

Itt is igaz, hogy a szorzat lehet nulla, ha a két tényez6 nem is az; ha ti. a két vektor parhuzamos egymassal.
Ezért a parhuzamossagot igy is kifejezhetjik: a x b = 0. (A nullvektort barmely vektorral parhuzamosnak vessziik.)
A felcserélési torvény nem érvényes, mert a sinus-fliggvény péaratlan voltabol kifolyolag

axb=-bxa.
A csoportositasi torvény sem érvényes, de a disztributivitas igen:
(a+b)xc=axc+bxec.

Ennek bizonyitésa, ha a hdrom vektor egy sikban van, egyszert, de altalanos esetben sem nehéz, inkdbb hosszadalmas,
s ezért mellGzziik.

Vegyes szorzat



Természetesen az elébbi szorzatfajtakat kiilonféeleképpen lehet kombinalni. Igy nyerjiik pl. az (a x b) - ¢, tn. ve-
gyes szorzatot, mely konnyen belathatolag az (a, b és ¢ vektorokbol alkotott paralelepipedon elGjeles kobtartalmaval
egyenld, mivel |a x b| az alapteriilet és |c| - cos? a magassag (2. abra). Erre érvényes az alabbi azonosséag:

(axb)e=a(b x c),

igy ezt roviden abc-vel jeloljiik.

2. dbra

Gyakorlasul ellenérizhetjiik a kovetkezd Osszefliggések helyességét:
(axa)-c=0 és (axb)?=a% -b*>— (ab)’
Alkalmazasok

Az el6bb ismertetett miveletek a geometriaban (f6ként az analitikus geometriaban) igen leegyszertsitik az Ossze-
fiiggések felirasat és nagyon szemléletesek. Pl. a cosinus-tétel igy irhato: (a & b)2 =a’+ 2ab + b’

3., 4. és 5. dbra

Egy Py ponton dtmend és egy a vektorral parhuzamos egyenes egyenlete, ha ro a Py helyvektora és r a valtozo
vektor: (r —rg) x a =0 vagy r —ro = ma (3. abra). Két ponton atmend egyenes egyenlete:

(r—r1))xPP,=0 vagy r—r; =mP, P (4. abra).
A kor egyenlete:
(r—a)®>=R?* (5. 4bra).
Szamunkra azonban fontosabbak a fizikai alkalmazasok. A legfontosabbak koziil is csak néhanyat emlitiink.

Munka. Ismeretes a P erd 4ltal s elmozdulas alatt végzett munka meghatarozasa, mely vektori alakban igy irhato:
L=Ps=P-|s|cose.

Valéban ez a szorzat az dtnak és az Ut irdnyaba esé er6komponensnek a szorzata.

Természetesen gorbe vonald mozgéas esetén a megtett utat egyenesnek tekinthetd, igen kicsi As szakaszokra bontjuk
és igy képezziik az elemi munkat: AL = P. As, s ezeket Osszegezziik az egész utra: L = Y P As. Altalaban ez csak az
integralszamitas segitségével végezhets el. Egyszertibb esetben azonban nélkiile is célhoz lehet jutni. Vegyiik példaul
egy matematikai inga esetét, amikor keressiik, mennyi munkit végez a nehézségi ers, mig az m tOmeget vizszintes
helyzetbédl a legmélyebb helyzetbe hozza.

6. dbra

Osszuk fel a negyedkorivet n darab As hossztusagu ivre (6. dbra). Legyen egy ilyen ivdarabhoz tartozo kézponti
A .
sz6g Ap = fs A k-adik osztéponthoz tartozd szogelmozdulds ¢ = kAp. Igy a k-adik As-hez tartozé elemi munka
AL =mg- As - cospg. A teljes munka:

L=mgR ZAgwcoswk.
k=1



Ezt az Osszeget kell meghatarozni. Mivel Ay nagyon kicsi, azért sin Ayp ~ Ayp (relative is kis hibat kovetiink el),
cosAp ~ 1, és igy

Ay - cos pr ~ sin Ap - cos @i + cos Ap - sin pp,—
—cos Apsin g, = sin(k + 1)Ap — sin kAgp.

Osszegezve
n

ZA<p - COS P = Z [sin(k + 1)Ap —sin kAyp).

k=1 k=1
A jobb oldal
sin2Ap + ... +sinnAp +sin(n + 1)Ap —sin Ap —sin2Ap — ... —
—sinnAp = sin(n + 1)Ap — sin Ap = sin g

Ha Ay elég kicsi, akkor tehat Z Ay - cos p = 1, vagyis ha n elég nagy, akkor
k—1

L =mg R,
amint varhatoé is volt az energiamegmaradés torvényébdl.

A vektorialis szorzas sokszor azéltal is megkdnnyiti a torvények felirdsat, hogy nem kell valamely vektor iranyat
kiillén megadni. Vegyiik példaként a Biot — Savart-torvényt, melynek ismert alakja (1d. KML 1966. 4. szam)
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7. dbra

Ha figyelembe vessziik a térerésség irdnyat, lathatjuk (7. abra), hogy a torvény ilyen alakban egyszertibben irhato

L I Alx7
AH = —
4 r3

Az ebben az alakban felirt torvény nemcsak a nagysagot, de az iranyt is kozvetleniil megadja.
Egy masik fontos alkalmazasi teriilet a nyomatékok (momentumok) vektori alakban valé értelmezése és hasznalata.

P

o . 8. dbra

Altalaban a tér P pontjaban adott a vektornak a tér O pontjara vonatkozé nyomatékan az m = r x a vektorialis
szorzatot értjiik, ahol r = OP (8. abra).
Az a vektor kiilonféle fizikai mennyiség lehet. Igy beszéliink a sebesség, gyorsulas, erd, impulzus nyomatékarol.
Legyen példaul a a sebesség: v, ekkor
m=rxv

v-nek az O pontra vonatkozo (9. abra) nyomatéka.

ey

9. dbra



A At id6 alatt tortént elmozdulas vektora kozelitsleg (At) v,
rx (At)-v=At-(r xv)
pedig nagysagra a At id6 alatt surolt teriilet kétszeresét adja kozelitoleg (haromszog teriiletének kétszerese). Ezért
m=At(r X v)/At =r X v,

a sebesség momentumanak nagysaga a teriileti sebesség kétszerese.

Centralis mozgasoknal, vagyis ahol az er6 s ezért a gyorsulas is a mozgas centruma felé mutat, s igy az erre meréleges
komponens nulla (bolygok mozgasa), belathato, hogy a sebesség momentuméanak nagysaga s igy a teriileti sebesség is
allandé. Ez pedig Kepler II. torvénye, mely szerint a radiuszvektor altal egyenld id6kozokben strolt teriiletek nagysaga
egyenld.

A legfontosabb eset, ha a az ervektort jelenti, mert ekkor |m| = |P| - |r|sin p-ben |r|sin¢ az erd karja és igy m
tulajdonképpen a forgatonyomatékot adja. Sziikség van az irdnyra is, hiszen a forgatényomatéknak iranya is van, amit
a vektori alak ki is fejez.

A forgatonyomaték vektori alakjaval vald szamolés egyszertiségét mutatja a KML 582. feladatara adhato kovetkezd
megoldas. Leggen r az aldtamasztasi ponttél a félgémb silypontjahoz vont vektor. Ekkor a stlyers forgatényomatéka

m=r X 1/2 G. Az a) esetben a fonal feszitGerejének forgatonyomatéka az alatamasztéasi pontra (10. abra)
%
m, =ry X Pj,.

Mivel m és m, ellentétes irdny1, csak akkor lehetséges egyensily, ha m, = m.

10. dbra

11. dbra

A b) esetben B, vektor két pontban hat (11. dbra). Ekkor az dsszes forgatényomaték
my =1, xﬁb—i—rzxﬁb:(rl—i—rz) xﬁb:raxﬁb.

Az egyensily feltétele most is my, = m, vagyis

5 - —_—
raXPy=rax P, =rx1/2G.

Ebbél kovetkezik, hogy

3/8R

azaz a kétfajta feszitGers egyenld és egyiranyi. Nagysaga konnyen kiszamithato, hiszen |rorarara) = 27 &5 sing = cina gy 2RPa =1/2 G-

Ir|



Az els6 tag a test transzlaciés mozgasi energidja:
E, =1/2Mv2.

A maésodik tag igy irhato: v (o x me)'
i
me azonban a tomegkozéppont (sulypont) fogalmabol kifolyolag helyettesitheté az Mry mennyiséggel, ahol
i
ro a tomegkozéppont radiuszvektora a vonatkozasi pontt()l Tehat

Ekin = 1/2MV3 + VQ(CU + MI‘()) + 1/2 Zmz(ﬁ X I‘i)2.
Ha a vonatkoztatasi pont a tomegkozéppont, mely mindig lehetséges, akkor ro = 0, s igy a kozépsé tag kiesik, vagyis
ez esetben Ey, = 1/2MV3 +1/2 Zmi(dj’ X ri)z.

K3
Ha a test egyik pontja fix, vagyis csak forgomozgas van, akkor ezt vilasztjuk vonatkoztatasi pontnak, s igy vo =0
miatt az els6 két tag eltinik, fiiggetleniil ro értékétsl, és marad

Ee= 1/2Zmi(®’ xr;)>=1/2 w2Zmirfsin2 ©i-

13. dbra

Mivel Z mgr? sin? p; az & forgastengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték (13. abra), azért tiszta forgas

3
esetén a mozgéasi energia
E;=1/2 Iw*

Altalanosan egy merev test kinetikus energidja tehat
FEiin = 1/2 Mv2 +1/2 1w,

amint kozismert.
Doézsa Marton

(L. Bodé Zalan cikkét: KML XXII. k. 33. lapon)



