Az I. fordulo feladatai

1. Két akkumulator dll rendelkezéstiinkre, amelyeknek elektromotoros ereje és belsd ellendllisa a kévetkezd: Fy =
12,6 volt, Ry = 0,05 ohm, Fy = 12,2 volt, Ry = 0,5 ohm. Mi torténik, ha a két dramforrdst parhuzamosan kapcsoljuk
és Ry, = 2 ohm ellendlldssal zdrt dramkort létesitink?
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Megoldas. Kiilonb6zs elektromotoros erejii aramforrasokat parhuzamosan kapcsolva a nagyobb elektromotoros
erejii tolti a kisebbet. AB pontok kozott egy bizonyos U fesziiltségkiilonbség jon létre (1. dbra). Az els6 elembd! kijovs
I, aram szétoszlik a mésodik elemet t61t6 I dramra és a 2 ohmos ellenalldson atfolyd I aramra:

L =0L+1.

Az els6 elem elektromotoros erejének és U kapocsfesziiltségének kiilonbsége a belss ellenéllasra jutd fesziiltségesést
adja:
126 V-U =0,05 Q1.

Hasonléan a méasodik elemnél:
U—-122V =05 Q1.

Tovabba felirhatéo Ohm toérvénye a kiilsg ellenéllasra:
U=2I0=2Q( — I,).

Az utols6 harom egyenletbdl 4ll6 rendszert megoldjuk, legegyszertibben gy, hogy az els6 kett&bdl kifejezett I1-et és
I>-t az els6be helyettesitjiikk. Az eredmény:

64
U= 122—25 V= 12,284 VOlt7
70 38
I = 62—25 A = 6,312 amper, I, = 295 A = 0,169 amper.

2. Az dbrdn ldthaté rendszer egyenletesen gyorsulva mozog. Adatok: m; = 10 kg, P, = 2 kp, mo =2 kg, P, = 1 kp.
Mekkora erdt jelez a dinamométer a) ebben az elrendezésben? b) ha a Py és Py szerepet cserél, ¢) ha mi = mq = 6 kg?
Hogyan alakul az eredmény az a) és b) esetben, ha mo az mi-hez képest elhanyagolhatd, pl. mo = 10 gramm? A
surloddstol eltekintink és a dinamométer tomegét elhanyagoljuk.

Megoldas. Foglalkozzunk altaldnossdgban a problémaval. A témegek k6z0s gyorsulasa, legyen a, amely akkor
pozitiv, ha vektornyila jobbfelé mutat. P; és P» er6k mindegyike akkor legyen pozitiv, ha jobbfelé mutat (2. abra).
A fonalban miikods P erét akkor nevezziik pozitivnak, ha a fonal nytjtasra van igénybe véve, vagyis rugalmas ereje
befelé htizza Ossze a tomegeket; negativ P esetében az 6sszekots fonalat palcaval kell helyettesiteni.

Az egész rendszer egylittes tOmege my + ma, a ra hato teljes er6 Py + P», tehat Newton II. torvénye szerint a
létrejove kozos gyorsulés:

P+ P

m1—|—m2



Ez a gyorsulas adédik Newton II. torvényébdl akkor is, ha kiilon-kiilon irjuk fel az egyes tomegekre:

P1+P_ P+ P

my my +my’
P-P P+P
mo _ml—i—mg'

Ezen egyenletek barmelyikébdl kapjuk a fonélerdre:

m1 Py —mo Py

mi + meo

Tablazatunk kiilonboz6 adatok esetében tiinteti fel a fonalerst és a keletkezd gyorsulast:

mi mao P1 PQ P a

kg kg kp kp kp

10 2 -2 41 +47/6  —g/12
10 2 +1 -2  —11/6 —g/12
10 2 -1 42  +11/6  +g/12
6 6 -2 41  +15 —g/12
10 0 -2 41 +1 —g/10

Kozottiik feleletet taldlunk a feladat kérdéseire. Ha valamelyik témeg nulla, akkor a fonélerd egyenl lesz az ezen az
oldalon miikodd kiilsG erével. A fonalerd eltiinésének feltételét is megtudjuk P képletébdl: P : Po = my : mo, vagyis
mindegyik kiils§ er§ a maga tomegét gyorsitja; ekkor az er6k csak egyiranyiak lehetnek.

Ha egy merev testet tobb kiils§ er6 gyorsit, akkor az egész merev test gyorsulasat a kiilsé er6k ereddjébsl és az
egész tomegbdl konnyen megkapjuk. Koézben azonban a merev testben bels6 erék keletkeznek. Ezekre vilagit rd ez a
feladat.

3. Acélgolyora 20 °C-os petréleumban 21,45, 100 °C-os petréleumban 20 pond felhajtderd hat. Mekkora e mérés
alapjdn a petroleum kobos hokiterjedési egyiitthatdja, ha az acél linedris hokiterjedési egyiitthatdja 1,2 -107° 1/°C?
Megoldas. Az acél kobos hokiterjedési egyiitthatoja 3,6 - 1075, Jelentse az acélgolyé 0 °C-on levé terfogatat V,
akkor az acélgoly6 térfogata 20°-on V,(1 + 3,6 - 107° - 20), 100°-on V(1 + 3,6 - 107" - 100). Jelentse a petréleum
0°-os striiségét d, kobos hokiterjedési egyiitthatojat 5, akkor a petroleum strisége 20°-on d/(1 4+ 8 - 20), 100°-on
d/(1+ -100). A felhajtoerst a golyo térfogatanak és a folyadéek strtségének (és g-nek) a szorzata adja meg;
20°-on:
Vo (1+3,6-107°-20)dg
1+5-20

= 2145,

100°-on:
Va(143,6-1075-100)dg

= 20.
1+43-100

E ketts osztasaval:
(1+3,6-1075-20)(1+ $-100) 21,45

(1+3,6-105-100)(1+3-20) 20

Minden ismeretlen adat kiesett, ez elséfoki egyenlet 8 szamara. A megoldas: = 0,963 - 1073 1/°C.
A II. fordulé feladatai

1. r sugari, m témegd abroncsot fliggdleges sikban, a talaj félott, kozéppontja kéril wy szdgsebességgel ,visszafelé”
megforgatva gy dobunk el, hogy kiézéppontjainak sebessége az eldobds irdnydban vg. Mekkora wy-val érhetd el, hogy az
abroncs talajtérés utdni mozgdsa sordn visszaforduljon (visszafelé haladjon)? Mekkora wo esetén lesz a visszafelé haladd
abroncs sebessége vg ?
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Megoldas. Kezdetben, a feliillethez valé hozzaérés el6tt az abroncs kdzéppontjanak vizszintes sebessége vg, jobbra
szamitva pozitiv elGjellel (3. abra) és az abroncs forgasanak szogsebessége wy, pozitivnak szamitva, ha irdanya egyezik
az 6ramutatd jarasaval; a keriileti pont sebessége a kozépponthoz viszonyitva wor. vy és wy egymastol fiiggetleniil,
tetszés szerint megadhat6 adatok.

ElGszor legyenek olyanok a kezdeti adatok, hogy wor < vg. A feliilethez valo hozzéérés pillanatatol kezdve a feliilet
mentén nagyobb a koézéppont jobbra tartd sebessége, mint a lent érintkezd keriileti pont kézépponthoz viszonyitott
balra irdnyul6 sebessége, ezért nincs sima legordiilés, a kerék koszoriil. A keriileti pont mentén felléps surlodasi erd
pmg és balra mutat. Hozzévesziink a kézéppontban +umg eréket. —umg erd lassitja a kdzéppont mozgasat, a lassitd
gyorsulas pg. Ennek hatasa alatt a kézéppont egyenletesen lassuldé mozgast végez, amelynél v. = vg — pugt. A +umg
er6 és az eredeti umg sarlodasi er§ pmgr forgatonyomatékot jelent, amely gyorsitja a kézéppont koriili forgast. A
forgas szoggyorsulasa = forg. nyom.: tehetetl. ny. = umgr/mr? = ug/r. Tehat a szogsebesség mint az id6 fiiggvénye:
w = wo + pugt/r. Ha a keriileti pontnak a kézépponthoz viszonyitott sebességét kérdezziik, ez vy = wr = wir + pgt.
Ezek szerint a kozéppont pg gyorsulassal lassabbodva, a keriileti pont pg gyorsuldssal gyorsabbodva mozog. A forgd
mozgéas fékezi a haladést, a haladé mozgas gyorsitja a forgd mozgast. Ez a folyamat addig tart, amig v, és vy egyenlévé
nem lesz. Ekkor ér véget a mozgas valtozasa, innent6l kezdve sima legordiilés all be, a kdzéppont sebessége valamilyen
vy érték, és a szogsebesség w, = v, /r. Tegyiik egyenl6vé v -t és vj-t:

v — pgt = wor + pgt.

Vo — WoT

' 2ug . " :
Ezt az id6t akar v., akir v képletébe helyettesitve megkapjuk a kozéppont végss sebességét, amellyel a lassitéasi
folyamat végén tovabbgurul:

Innen a lassitas idGtartama t =

Vo + wor

(1) Uy = 5

Lathato, hogy ez a végsebesség a kozéppont és keriileti pont kezdeti sebességének a szamtani kozépértéke. p, a stirlodasi
egyiitthato szamértéke e tekintetben lényegtelen.
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4. 4brank grafikusan mutatja meg a kézéppont mozgasanak fékezddését és a forgas felgyorsulasat, ha vo = 10 cm/s, r = 5 cm,
n = 0,2, g = 1000 cm/sz. A kézéppont v. sebességének grafikonja +10-bdl kiindulo, siillyeds egyenes (vastag vonal). Az 1.
szaggatott vonal a forgas keriileti sebességének a novekedését mutatja, ha kezdetben wo = 1, wor = 5 cm/s; a végs6 sebesség
kozosen 7,5 cm/s lesz. Ha forgas nélkiil dobjuk oda az abroncsot wor = 0 (2. vonal), akkor a végsebesség 5 cm/s. Ha ellentétes
forgasirannyal, wor = —10 ¢cm/s-mal dobjuk oda az abroncsot, akkor a végsebesség nulla, az abroncs allva marad (3. vonal); ez
a felelet a feladat els§ kérdésére. Ennél gyorsabb ellentétes kezdeti forgasnal a kozépértékként keletkezd végss sebesség negativ,
vagyis az abroncs visszafelé gurul, példaul wor = —30 cm/s-nal a végss sebesség —10 cm/s (4. vonal); ez a vélasz a feladat
maésodik kérdésére.

(1) képletiinkbdl, a kezdeti vp-bol és wp-bol kiszamithato a végss sebesség. (1) megoldasa wo-ra:

2v,. — Vg
wyp = ——.
T
A feladat els6 kérdésében a hataresetben v, = 0, ezért wg = —wvp/r. Ennél nagyobb abszolut értéki, visszafelé forgo
kezdeti szogsebesség sziikséges ahhoz, hogy az abroncs megallas utan elindulhasson visszafelé. A masodik kérdésben
vy = —0yg, tehat wg = —3vg /7.



Ha a kezdeti feltétel olyan, hogy wor > vy, akkor a forgas gyorsitja fel a kdzéppont haladasat és a kdzéppont
haladasi sebessége fékezi a forgast. A végsebességre most is (1) érvényes. Ha wor = vg, akkor semmi sem torténik, az
abroncs mozgasanak megvaltozasa nélkiil gurul tovabb a feliileten.

2. « hajldsszdgi lejtén a lejtd sikjdval B szoget bezdrd erével, egyenletes mozgdssal hizunk fel egy testet. A test €s a
lejtd kézdtt a surloddsi egyitthaté w. Milyen hatdrok kézott vdltozhat a 8 szog, hogy a testet fel lehessen hiizni a lejtén?
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Megoldas. Elgszor tekintsiik a strlodas nélkiili lejtét (5. abra). Az A pontban levé testnek a lejtén egyensilyban
tartdsdhoz valamilyen P er6 kell, amelynek nagysaga abbodl kovetkezik, hogy lejt6 menti vetiiletének mg sin a-nak
kell lennie, AB = mgsina. Ha P erd a lejt6hoz képest 5 szoget zar be, akkor is AB-nek kell lennie a lejté menti
vetiiletének. Ebb6l azonnal kovetkezik, hogy az mg sily felhtizasdhoz alkalmas erék végpontjainak mértani helye B-
ben a lejtére huzott merdleges. Ez a mértani hely az A-ban emelt fliggtlegest X-ben metszi és azonnal latszik, hogy
AX = AB/sina = mg. Ennél balrabb nem keriilhet a P er6é végpontja, mert akkor leemelné a targyat a lejt&rol.
Eszerint a sturlodas nélkiili esetben § szog szamaéra lehetséges a pozitiv irdnyban 0°-t6l 90° — a-ig, negativ irdnyban a
0-tol —90°-ig terjeds szogtartomany.
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Most lassuk a surlodéasos esetet (6. abra). P er¢ lejtére merdleges Osszetevje Psin 3, ezért a targyat mg cosa —
Psin 8 er6 nyomja a lejt6hoz és igy a strlodési er6 p(mgcosa — Psin 8. P er§ P cos 8 lejté menti OsszetevSjének az
mg sin « sulyGsszetevét és a sturlodasi erét kell egyensilyoznia, ha a terhet egyenletesen fel akarjuk htzni:

Pcosf =mgsina + pu(mgcosa — Psin f).
Ebbdl kiszamitva az egyensilyhoz sziikséges erét:

sina + pcosa

pP= _
m cos B+ psin g

Szépen alakithaté at ez az eredmény, ha figyelembe vessziik, hogy e sturlédasi hatarszog tangense a sdrldédasi
egyiitthato: pu = tge. Ezt behelyettesitve és a tortet cose-nal bévitve, goniometriai azonossagokkal atalakitva:

sin(a + ¢€)
9 cos(B—e¢)’

Keressiik ismét az egyenstlyozashoz alkalmas P er6k végpontjainak mértani helyét. P er6 akkor a legkisebb, ha
nevez@je a legnagyobb, vagyis 1; ez akkor kovetkezik be, ha 5 —e = 0, vagyis 8 = €. 8 sz0g csak a nevezGben szerepel.
Tehat akkor van a legkisebb huzéerére sziikség, ha a kotél akkora pozitiv szoget alkot a lejtével, amennyi a strlodéasi
hatarszog. Ez az eré a 6. abran AC, nagysaga mgsin(a + ). (2) képletiink szerint a tetszéleges iranya AP er6t a

(2) P=m



maximaélis er6bol gy kapjuk, hogy elosztjuk cos(8 —e)-nal. Ez azt jelenti, hogy AC X < derékszog és a keresett mértani
hely az AC-re C-ben emelt mergleges. Ennek ismerete igen megkonnyiti az attekintést.

Az AX tavolsagot ugy kapjuk meg, hogy AC = mgsin(«a + ¢) befogot elosztjuk AX C< sinusaval. Ez a sz0g a + €.
Tehat az AX tavolsag strlodéasos esetben is mg stllyal egyenld, mint a strlodas nélkiili esetben. Tehat a 8 szog szaméra
megengedett szogtartomany a pozitiv irdnyban most is 90° — a-ig terjed, kiilonben P er6 leemelné a targyat a lejtérol.
Negativ iranyban 8 most 0°-t6] 90° — e-ig terjedhet. A negativ iranyban 90° és 90° — ¢ kozotti szogtartoméanyban hidba
alkalmazunk akarmilyen nagy er6t; amelynek még volna lejt6 irdnyd OsszetevGje, mert ez az erd annyira odaszoritja
a targyat a lejt6hoz, hogy a megnoévekedett surlodasi erd teszi lehetetlenné a felhizast. A lejté Onzard, mint a faba
behajtott facsavar vagy a lemezeket Gsszetartd anyascsavar.
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3. Hdarom 2 volt elektromotoros ereji és 1 ohm belsd ellendlldasi elemet a 7. dbra szerint kapcsolunk. Mekkora az
egyes csucspontok fesziltsége az A ponthoz képest a) az dbra szerinti kapcsolds esetén? b) ha az A— D dgban levd elem
belsd ellendllisa 3 ohmra névekszik? ¢) ha a C — D dgba 2 ohmos ellendlldst kapcsolunk? d) ha a B és D pontok kizé
0,5 ohmos ellendglldst kapcsolunk? e) ha a B és D pontokat rovidre zdrjuk?
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Megoldas. A galvanelemek tulajdonsiga, hogy a rajtuk atmend dram irdnyaban haladva a lemezek kozotti fesziilt-
ségkiilonbség annyit ugrik, amennyi az elem elektromotoros ereje, emellett annyit esik, mint az elem belsé ellenallasanak
és az aramerdsségnek a szorzata. E két fesziiltségvaltozas algebrai Osszege mérhets a lemezek kozott. 8. abrank egy
sorban egymas mellé rajzolva mutatja az elemeket. a) esetben az Gsszes elektromotoros erd 3 - 2 = 6 volt, az Osszes
ellenallas 3 - 1 = 3 ohm, tehat az dramerdsség 6 : 3 = 2 amper. Induljunk el C-bsl. Az els6 elem 2 volttal emelné a
fesziiltségkiilonbséget elektromotoros ereje folytan, de belsé ellenallasan 2 -1 = 2 voltot esik is, tehat a lemezek kozott
nem észleliink fesziiltségkiilonbséget. Ugyanigy van ez a mésik két elemnél is. A, B, C, D pontok egyezd fesziiltségen
vannak, barmely két pont kozott mérve a fesziiltségkiilonbség 0.

b) esetben az 6sszes elektromotoros erg 3 - 2 = 6 volt, az Osszes ellenallas 3+ 1+ 1 = 5 ohm, tehat az dramerGsség
6 : 5= 1,2 amper. C-b6l B-be haladva az emelkedés 2 volt, a siillyedés 1-1,2 = 1,2 volt, tehat B 0,8 volttal pozitivabb,
mint C. Pontosan ez torténik B-b&l A-ba haladva. A-t6l D felé haladva az emelkedés 2 volt, az esés 3-1,2 = 3,6 volt,
végeredményben D pont 1,6 volttal negativabb, mint A. A feladat szerint a fesziiltségeket A ponthoz kell viszonyitani,
tehat B 0,8 volttal, C' és D 1,6 volttal negativabb, mint A.

A c¢) kérdésben ugyanazok az elemek szerepelnek, mint a)-ban, de a telep nincs révidre zarva, hanem véges ellen-
allason van. Az Osszes elektromotoros eré most is 6 volt, az Osszes ellenallas 3 -1+ 2 = 5 ohm és az dramerdsség ismét
6 : 5= 1,2 amper. C-t6l B-ig 2 volt emelkedéshez 1-1,2 = 1,2 volt esés tartozik, tehat B 0,8 volttal pozitivabb, mint C'
Ugyanez van B és A, valamint A és D kozott, D és C kozott a kiilsé 2 ohmos ellenallason dtfolyd 1,2 amper 2-1,2 = 2,4
voltos fesziiltségesést jelent, amivel visszaértiink C fesziiltségéhez. A-hoz viszonyitva D 0,8 volttal pozitivabb, B 0,8
volttal és C' 1,6 volttal negativabb.

A d) és e) kérdésekben feltehetGen az a) kérdés Osszeallitasabol kell kiindulni. Ebben az esetben B és D kozott
nincs fesziiltségkiilonbség, tehat kozéjiik barmit kapcsolva ezen nem megy at aram és minden fesziiltség egyenld marad,
mint a) esetben.



