1. feladat. Egy egész egyiitthatos mdsodfoki egyenletben az ismeretlent tartalmazo két tag egyitthatéinak dsszege
pdros, az ismeretlent nem tartalmazo tag pedig pdratlan szam. Bizonyitandd, hogy az egyenletnek raciondlis gydke csak
olyan tort lehet, melynek legegyszeribb alakjiban a nevezd pdros szdm.

Megoldas. Legyen a szoban forgd egyenlet
az® +bx+c=0.

A feladat &llitasa igy fogalmazhato: egy olyan p/q tort (p és q egész), amelynek ¢ nevezdje paratlan, nem lehet gyoke
az egyenletnek.
Helyettesitsiink a bal oldalba p/g-t és hozzunk k6zos nevezdre. Igy a

[p(ap + bq) + cq”] /¢

tortet kapjuk. Ha ¢ paratlan, akkor a szdmlalé masodik tagja paratlan, az els6 viszont paros, mert vagy p paros, vagy
ha p paratlan, akkor ap + bg = (a + b)p + b(q — p), és itt a + b és ¢ — p péros, tehat a mondott tag értéke is az. Igy a
szamlalo paratlan, tehét nem lehet 0, és vele egyiitt a tort sem. Ezt akartuk bizonyitani.

Megjegyzések. 1. Az utolso atalakitasbol az is lathato, hogy ha p/q nem egyszertsithet tort, és gyoke az egyenletnek,
és ¢ paros, akkor b-nek (s igy a-nak is) parosnak kell lennie; tehat ha egy egész egyiitthatos masodfoku egyenlet
egyilitthatoi paratlanok, akkor nincs racionalis gybke

2. A 422 — 162 + 7 = 0 egyenlet pl., amelynek gyokei 1/2 és 7/2, mutatja, hogy a feladat feltételei mellett lehet
raciondlis gyoke az egyenletnek.

3. A feladat allitasa a kovetkez6képpen altalanosithato: Ha egy n-ed foku egész egyiitthatds egyenletben (n termé-
szetes szam) az ismeretlent tartalmazo tagok egyiitthatoinak Osszege péaros, az ismeretlent nem tartalmazo tag pedig
pératlan, akkor az egyenlet raciondlis gyoke csak olyan tort lehet, amelynek legegyszertibb alakjaban a nevezé paros.
A tétel a fenti megoldashoz hasonloan bizonyithato.

2. feladat. Szerkessziink adott kirbe olyan trapézt, melybe kiér irhatd, és amelynek egyik oldala a kdrnek dtmérdje.

Megoldas. A megszerkesztend6 ABCD trapéz egyenl$ szara, mert hirtrapéz, és szarai a hosszabb parhuzamos
oldal szemben levs végpontjabol mindenesetre hegyes szogben latszanak, igy kisebbek a kor dtmérgjénél. A trapéznak
a kor atmérgjével egyenld AB oldala tehat a hosszabb parhuzamos oldal.

K H 1. dbra

A szar hosszat szamitéssal hatarozzuk meg. Legyen AB = 1, AD = BC = =z, D vetiilete az AB oldalon G
(1. abra). Az ABD haromszog Thalész tétele alapjan derékszogi, igy az ismert mértani kozéparanyos tétel szerint
AD? = AB - AG, azaz AG = z°. Ezért DC = AB — 2AG = 1 — 22%. Mivel tovabba a trapézba kor irhato, azért
AD + BC = AB + DC, vagyis

(1) 2z =1+ (1 —227%),
aminek pozitiv gyoke
Vs o1
r=———-.
2 2

Ennek bizonyitasa volt az 1961. évi Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny II. fordulojanak 1. feladata, lasd a megoldast K.M.L.
24. (1962) 1-2. o.



Ennek alapjan a szerkesztés a kovetkezs. Az adott kor O kozéppontjan at tetszés szerint felvett AB atmérs B
végpontjaban meghtzzuk az érint6t, felmeérjiik r4 a BH = BO = 1/2 szakaszt, ekkor AH = /5/2. Az AH szakaszt
metssziikk a H koriil HB sugarral irt korrel J-ben, ekkor AJ = x. Végiil az A és B korill AJ sugarral irt korivvel az
adott korbdl kimetssziik a D, illetSleg C' csticsot.

Igy a csticsok a koron vannak, masrészt teljesiil (1) is, ezért a trapézba érinté kor irhato, tehat megfelel a kovetel-
ményeknek.

Megjegyzés. A fenti szerkesztést felére kicsinyitve végezhetjiik el, a kor AB-re mer6leges sugarai egyike, OK folé
kort irva. Ennek kozéppontjat L-lel, AL-lel valéo metszéspontjait M-mel és N-nel jelolve (AM < AN) AM = AJ/2,
ennek alapjan az AO atmérdsji Thalész korbdl kimetszhetjiik az AD oldal F felezGpontjat.

Az N metszéspont alapjan viszont a szarak P metszéspontjat jelolhetjiik ki a trapéz szimmetriatengelyén. Ugyanis
OF, mint az OAD egyenl$ szaru haromszog magassaga, merdleges AP-re, igy a PAO derékszogi haromszoghsl

2
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AP = - _ _ Vs
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3. feladat. Négy adott szakasz kezddpontja kizds. A szakaszok milyen (egy sikban vald) elhelyezése esetén lesz a
végpontjaikkal, mint csucsokkal meghatdrozott négyszog terilete a legnagyobb?

2. dabra

I. megoldas. Legyen az adott szakaszok kozos kezdGpontja O, végpontjaik egy bizonyos helyzetben A, B, C, D,
a bettizést ugy valasztva, hogy ABCD ne hurkolt négyszoget adjon. Ennek teriilete, mint ismeretes (2. abra)

(2) t:%-AC’-BD-sinw,

ahol ¢ az AC és AD atlok altal bezart szog.
A szakaszok kolesonos helyzetét valtoztatva mindig fennall

AC < A0 +0C, BD < BO + OD, (0 <) sin p <1,

tehét )
t < §(AO +O0C)(BO + OD).

Itt az egyenlGség teljesiil, (2) tényezdi (egymastol fiiggetleniil) elérik legnagyobb értékiiket, ha az OA és OC, vala-
mint OB és OD szakaszok egymas meghosszabbitasidba esnek — méas széval, ha O az AC és BD atlok metszéspontjava
valik —, és ha még p = 90°, vagyis az 4tlok merdlegesek egymasra. Ekkor ¢ legnagyobb értéke csak a szakaszok hosszatol
és azok két parba rendezésétdl fiigg.

A 4 szakasz 2 parba éllitasa haromféleképpen lehetséges, mert az elsének kivalasztott szakasz meghosszabbitdsaba a
tovabbi 3 barmelyikét allithatjuk, és ezutan mindig a maradoé 2 szakasz alkotja a mésik part. Legyen a 4 szakasz hossza
p, q, T, s 4gy, hogy p > g > r > s(> 0), igy a kétszeres teriilet legnagyobb értéke a kovetkezs 3 szorzat valamelyike:

200=(p+q)(r+s), 2=(@+7r)(g+s), 23=(p+s)(q+7)
A harmadikbol az els6t, majd a mésodikat kivonva a kiilonbség igy alakithato:
Ats—t)=@-r)(a—s), 20tz—t2)=(p—q)(r—s)

Ezek egyike sem negativ, tehat t3 > 1, t3 > to, igy p-nek s-sel — vagyis a leghosszabb szakasznak a legrévidebbel —
egy atloba allitasa esetén kapunk legnagyobb teriiletii négyszoget (3. abra).
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II. megoldas. A fentebbi jelolésekkel az OAB, OBC, OCD és ODA haromszog teriilete kiilon-kiilon akkor a
legnagyobb, ha O-bdl kiindulé két oldaluk meréleges egymasra. Ez a 4 feltétel egyidejiien teljesithetd dgy, hogy a négy
haromszog O-nal levs derékszogeivel kitoltjiik az O pont koriili 360°-o0s szogtartomanyt, és ekkor az ABC D négyszog
teriilete is a legnagyobb, egyenlé a négy derékszogli haromszog teriiletének Osszegével. Ebben az elhelyezésben 2-2
szakasz egymés meghosszabbitasiba esik, és az ABCD négyszog egy-egy atlojat alkotja.

A szakaszok fenti 3 parositasabol akkor kapunk legnagyobb teriiletet, ha az egyik atlo a legkisebb és a legnagyobb
szakasz Osszege. Ismeretes ugyanis, hagy két egyenls keriiletd téglalap koziil annak nagyobb a teriilete, amelyikben
az oldalak kiilonbsége (abszolut értékben) kisebb. Mas szdval, ha két (két-tényezGs) szorzatban a tényezSk Osszege
ugyanakkora, akkor az a szorzat nagyobb, amelyikben a tényez6k kevesebbel térnek el egymaéastol. Esetiinkben a két
tényez6 a 4 adott szakaszbol alkotott két paros Osszeg, és ezek eltérése akkor a legkisebb, ha a legkisebb szakaszt a
legnagyobbikkal allitjuk parba.

Scharnitzky Viktor



