Kezddk versenye (az altalanos verseny és a speciélis matematikai
osztalyok versenye)

Az altalanos és a matematikal osztalyok elsé feladata csak az egyenletrendszer allandoiban kiilonbozott, ezért
egyiitt fogjuk ezeket targyalni.

1. feladat. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:
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ahol a=1, b=2, c=-1, d=1 (dltaldnos verseny),

ill. a=1, b=3, ¢=-2, d=1 (matematikai osztdlyok versenye).

Megoldas. Az utols6 egyenletnek csak olyan megoldésa lehet, amelyikben egyik ismeretlen sem 0, igy létezik a
reciprokuk. A harmadik egyenletben az allandét a jobb oldalra vive, majd az elsé harom egyenlet reciprokit véve,
els6foki egyenletrendszert kapunk az ismeretlenek reciprokaira:

1 1

1
—+=-=a -+
oy y

1
=0, z
z

1
+—-—=c
U

t\zl}—*

Innen barmely harom ismeretlen kifejezheté a negyedikkel és a negyedik egyenletbe helyettesitve egyismeretlenes
egyenletet kapunk. Célszerii lesz azonban elGszor annak is a reciprokat venni és z-et és y-t, valamint z-t és u-t egyfitt
tartva az elsG és a harmadik egyenlet felhasznalasaval dtalakitani az egyenletet:
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Most kifejezziik —-nal a t6bbi ismeretlen reciprokit és az utolso egyenletbe helyettesitjiik:
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Az els6 konstans értékek mellett els6foku egyenletet kapunk:
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és az egyenletrendszer megoldasa
4 4 _2 4
T=-3, y=rx z =4, u=-z.

Ez valéban megoldas, mert x +y, y+2z, z+u é x+y+ 2+ uegyike sem 0, és igy minden végzett atalakitas
megfordithato.
A matematikai osztalyok feladata esetében (1) igy alakul:
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Mindkét oldalhoz 25-6t adva



1 1
amibdl a kovetkezd két lehetség adodik: — = 2, és — = —8. Ennek megfelelGen a tSbbi ismeretlen reciprokira is két

értéket kapunk:
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— = 2 esetén — =1, =1 és Z= -3
x z U
1
— = 8 esetén 1 = 9, 1 =11 és 1 = —13.
) x z u
Innen a kovetkezd két gyokrendszer adodik:
r=—-1 Y ok z = és U= 3
1 1 1 ) 1
T == =—- z=— és u=—-—.
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Ismét mindkét szamnégyes megoldasa az egyenletrendszernek.
A két versenyag 2. feladata kozos volt.

2. feladat. Adott egy paralelogramma két szomszédos csicsa €s egy szoge, tovdbbd adott a siknak egy olyan pontja,
amelybdl az adott csicsok kozti oldal és a vele szemben levd oldal egyenld szdgek alatt latszik. Szerkesszik meg a
paralelogrammdt.

I. megoldas. Legyenek a keresett ABCD paralelogramma adott csicsai A és B. Mivel a paralelogramma egy
szOge a tObbit meghatarozza, ezért feltehetjiik, hogy az adott szog a DAB< = «. Végiil jeloljiik a sik adott pontjat —
amelyb6l az AB és C'D szakasz egyenls szog alatt latszik — P-vel.

1. dbra

Ha meg tudjuk szerkeszteni a paralelogramma atloinak M metszéspontjat, ezzel a feladatot megoldottuk, mert C'
az A-nak és D a B-nek M-re vonatkozo tiikkorképe (1. abra). Mivel a paralelogramma M-re szimmetrikus, azért P-nek



M-re vonatkozo @ tiikorképébdl is ugyanakkora szog alatt latszik mind az AB, mind a CD szakasz, mint P-bél. A
tiikrozésbol kovetkezik, hogy M a PQ szakasz felez6pontja, ezért elegendd a () pont megszerkesztése. @ rajta van az
AB szakasz folé rajzolt azon két latokoriv valamelyikén, amelyek pontjaibol az AB szakasz ugyanakkora sz6g alatt
latszik, mint P-b6l, hiszen @Q-bol és P-bil az AB szakasz egyenl$ szogben latszik.

Masrészt M-en atmennek a paralelogramma kézépvonalai. Az AD oldallal parhuzamos f kodzépvonalat azonnal
meghuzhatjuk, ez atmegy az AB szakasz F felez6pontjan és a szoget zar be az AB egyenessel. Mivel a PQ szakasz
felez6pontja rajta van f-en, azért Q-nak rajta kell lennie azon az f-fel parhuzamos e egyenesen, amely a P-nek az f
pontjaira vonatkozo tiikorképeibdl all. Igy Q, mint a fenti két latokoriv és az e egyenes kozos pontja, megszerkeszthetd.

A szerkesztés a kovetkezs: vessziik az AB P haromszog koriilirt korének P-t tartalmazd AB = i ivét; ez nyilvanvaldan
a szoban forgé latokorivek egyike, a mésika pedig ennek i’ tiikorképe F-re. Kimetssziik i'-n P-nek F-re vonatkozé P’
tiikorképét. P'-n és F-en at megszerkesztjilk az AB-vel a szdget bezaré e, illetSleg f egyenest. Az e és az i, i’ par
valamelyik (de P’-t6l kiilonb6z6) Q kozos pontjat P-vel dsszekdts egyenes f-bol kimetszi M-et, végiil A és B tiikorképe
M-re C, ill. D.

Az ABCD négyszog megfelel a kovetelményeknek, mert az utolsé két tiikkrézés miatt paralelogramma, oldalai
parhuzamosak F'M-mel, tehat DAB< = «, végill CPD< = AQB< = APB<, mert ) a P tiikorképe M-re. A feladat
diszkussziojat a III. megoldas utan targyaljuk.

Megjegyzés. f és M megszerkesztése el is maradhat. D paralelogramméva egésziti ki a PB(@Q haromszoget, C' pedig
a BAD haromszoget. — Igy természetesen a bizonyitas is modosul: P’ szerkesztése szerint PAP’B paralelogramma,
D (1) szerkesztése szerint PBQD szintén, igy az APD és P'BQ haromszogben az AP és P'B, tovabba PD és BQ
oldalak egy iranyban parhuzamosak és egyenldk, tehat az AD és P'Q oldalak is, vagyis DAl|le, DAB< = a.

2. dbra

II. megoldas. Toljuk el a PCD haromszoget ugy, hogy D csucsa A-ba keriiljén (2. abra). Ezaltal C a B-be keriil,
P pedig egy olyan R pontba, melybdl az AB szakasz ugyanakkora szogben latszik, mint P-bél C'D, vagyis mint P-bgl
AB. R tehat rajta van az elbbi két latokoriv valamelyikén.

Masrészt az eltolas kozben P az AD-vel parhuzamosan mozgott, igy R rajta van a P-n atmend és az AB egyenessel
a szoget bezard g egyenesen. Ezek alapjan R, mint g és a két latokoriv kozos pontja, megszerkeszthets, D pedig
paralelogrammava egésziti ki az ARP haromszoget.

ITI. megoldas. Mindkét fenti megoldasban els6 1épésként két koriv és egy egyenes metszéspontjat kerestiik meg,
ebbdl kaptuk meg a paralelogramma cstucsait. Az I. megoldasban a metszéspontbol el6bb a paralelogramma kdzép-
pontjat hataroztuk meg, a II. megoldasban a metszéspontbél mar kozvetleniil kaptuk az egyik csdcsot. Most olyan
megoldéast adunk, melyben a korivek és egy egyenes metszéspontja mindjart maga az egyik csics. Egészitsiik ki a BAP
haromszoget a T ponttal a BAPT paralelogrammava (3. abra). Ekkor a CDPT négysz0g is paralelogramma, PA és
TB, valamint PD és T'C' is parhuzamosak, ezért és a feltevés miatt

PCT<=CPD«=BPA<=PBT«,

vagyis C-b6l a PT szakasz ugyanakkora szdgben latszik, mint B-b6l. C tehat rajta van azon két j, j' latokoriv
valamelyikén, melyeknek pontjaibol a PT szakasz ugyanakkora szogben latszik, mint B-b6l. Masrészt C rajta van a
B-n atmens, AB-vel « szoget bezard h egyenesen is (CBA< = 180° — «), tehat C e két mértani hely kozds pontja.

Kimutatjuk, hogy e kozods pontok barmelyike megfelel C-ként — kivéve természetesen B-t. Mivel C' rajta van h-
n, azért a paralelogramma szdgei megfelelk, tovibba PD|TC. Masrészt C rajta van j és j' valamelyikén, ezért
DPC<« = PCT< = PBT< = BPA<, mint allitottuk.



A

3. dbra

Ezek alapjan a szerkesztés a kovetkezs: parhuzamost huzunk P-n 4t AB-vel és B-n at AP-vel, e két egyenes
metszéspontja 1. Megrajzoljuk a BPT haromszog koré irt kor B-t tartalmazé PT = j ivét és ennek PT-re, valo j’
tiikorképét. Ezutan B-n it meghizzuk azt a h egyenest, amely AB-vel « szoget zar be. Ekkor h-nak j-vel, j'-vel valo,
B-t6l kiilonboz6 kozos pontja (e kdzos pontok barmelyike) adja a paralelogramma C' csucsat.

h-nak mindkét ivvel legfeljebb két kozds pontja van, és j-vel mindenesetre kozos pontja B, azért a megoldasok
szama legfeljebb 3. Csak abban az esetben nem kapunk megoldast, ha B a h-nak j-vel egyetlen kozds pontja, és itt
érintkeznek, j'-vel pedig nincs kézds pontja. (*Ha ugyanis h a j-t B-ben metszi, akkor van pontja a j, j' ivekkel
hatarolt idom belsejében, igy a kilépési pont megfelel C-ként.)

Ha elejtjiik azt az el6irast, hogy az adott szbg a paralelogramma A-nal levs szoge legyen, akkor h-nak az AB
egyenesre valo h* tiikkorképe is tekintetbe veends. Ekkor a megoldasok szama 6, 5, 4, 3, 2 vagy 1 (a 4-6. abrakon
példakat latunk ilyen helyzetekre, 1 megoldés van az 1-3. abrak helyzeteiben is). Kimutatjuk ugyanis, hogy igy minden
esetben létezik legalabb 1 megoldas. (A 4-6. dbrak 2-2 felén csak P és T kozos. )

5. dbra 6. dbra

Elég az olyan helyzeteivel foglalkoznunk h*-nak, amelyekben fentebb h nem adott megoldast. Ekkor h* — amennyi-
ben kiil6nb6z6 a h-t6l — nem érinti, hanem metszi j-t B-ben és a fenti (*) megjegyzés szerint megoldast szolgaltat.



Ha pedig h* egybeesik h-val, akkor o = 90° (mert o = 0° nyilvanval6an nem jon szoba), igy h merdleges PT-re, és
mivel B-ben érinti j-t, azért a szimmetria miatt B-nek PT-re val6 tiikorképében érinti j'-t, ez a kdzos pont megoldést
ad.

Koénnyt belatni, hogy j, 5’ az L. és II. megoldasban szerepelt i, i’ korivparbol AP iranyt és nagysagt eltolassal
all els, hogy ugyanez all fenn h és az 1. megoldasbeli e egyenes kozott, végiil hogy a II. megoldéasbeli g egyenes az
e tiikorképe F-re. Ezért a III. megoldasra adott diszkusszio a megfelels valtoztatasokkal az I. és II. megoldasra is
érvényes.

*
Az dltaldnos verseny 3. feladata: Hatdrozzuk meg a (tizes alapi szdmrendszerben felirt) ABCC' szdmot, ha
ABCC = (DD - FE)-100+ DD - E,

ahol A, B, C, D és E kiilonbézd szamjegyek.
Megoldas. A szerepld tobbjegyid szamokat a kovetkezSképpen alakitjuk at:

ABCC =1000-A+4100-B +11-C, DD =11-D.

Ezeket behelyettesitve rendezziink ugy, hogy a bal oldalra keriiljenek azok a tagok, amelyekben az egyik tényezd 100,
a tobbiek a jobb oldalra:

(2) (10-A+B—11-D+E)-100—11-(D- E — C),

igy a jobb oldalnak is oszthatonak kell lennie 100-zal. Ez csak tgy lehetséges, ha D - E — C oszthato 100-zal. Mivel D,
E és C mindegyike 0 és 9 kozé esik, és kiilonbozsk, azért D - E — C legfeljebb 9-8 — 0 = 72, és legalabb 0-1 -9 = —9.
Marpedig —9 és 72 kozott csak egyetlen 100-zal oszthato szam van, mégpedig 0, igy D - E = C, tovabbéa (2) bal oldalan
is 0-nak kell allnia, ezért a zardjelen beliili kifejezés 0. Irjunk ebben 10 - A helyett 11 - A — A-t, és rendezziik 4t az
egyenletet:

B4+E-A=11-(D - A).

Mivel D és A kiilonbozéek, ezért a jobb oldal, s igy a bal oldal is 0-t6l kiilonb6z6 szam. Tovabba a jobb oldal oszthato
11-gyel, tehat a bal oldal is. Ezek szerint B+ E — A 11-gyel oszthat6 és 0-t6l kiilonb6z6 (egész) szam. Méasrészt, mivel
B, A és E ugyancsak 0 és 9 kozé esnek és A # 0, ezért B+ E — A legfeljebb 94+ 8 — 1 = 16, és legalabb 0+1—9 = —8.
Marmost —8 és 16 kozott 0-t0l kiilonb6zs és 11-gyel oszthatd szam csak egy van, a 11. Ezért B4+ E — A = 11, amibgl
D — A =1 adodik.

Eddig tehat a kovetkezdSket allapitottuk meg:

D-FE=C, B+E-A=11 és D=A+1
A harmadik egyenléségbdl A-t kifejezve és a méasodikba behelyettesitve:
B+ E=D+10,

amit atrendezve:
E=D+ (10— B).

Mivel B legfeljebb 9, ezért 10 — B legalabb 1, és igy E legaldbb D + 1, mas széval E nagyobb D-nél. Ennek alapjan
D - D kisebb, mint D - E, vagyis C, ami legfeljebb 9; azaz D? kisebb 32-nél, D kisebb 3-nal. Masrészt D = A +1 > 2,
igy D = 2, amib6l A = 1, tovabba

C=2F és B+ E =12.

E > D miatt F > 3. Masrészt E < 4, kiilonben C kétjegyl szam lenne. Az E = 4 esetben C' = B(= 8) adodik, ami
ismét nem felel meg a szamjegyek kiillonbozbségének. Az egyetlen marado lehetéség E = 3, amib6l C =6, és B = 9.
A jegyek adodott értékei valoban kielégitik a feltételeket:

1966 = (22 — 3) - 100 + 22 - 3.

A matematikai osztdlyok versenyének 3. feladata: Keressiik meg az olyan hatjegyd négyzetszamokat, amelyeknek
elsd hdarom jegyét letérolve a szdm négyzetgydkét kapjuk.

Megoldas. Jeloljitk a szam négyzetgyokét z-szel. 2° hatjegyt szam, ezért = haromjegyi és 22 elsé harom jegyét
letorolve keletkezik, vagyis az ? utolsé harom jegyébdl allo szam. Igy tehat ? — z = x(z — 1) utols6 harom jegye 0,
oszthato 1000-rel. Feladatunk tehat olyan = haromjegyt szamok keresése, melyekre z:(x — 1) oszthatd 1000 = 125-8-cal.

Vizsgaljuk a 125-tel valé oszthatosdgot. Mivel z(x — 1) oszthato 125-tel, ezért oszthatod 5-tel is. x-nek és x — 1-nek
legnagyobb ko6z6s osztéja 1, ezért x és x — 1 koziil csak egyik lehet 5-tel oszthatéd. Ekkor viszont az 5-tel oszthatd
tényez6 oszthaté 125-tel is, igy azt kaptuk, hogy x és = — 1 egyike oszthato 125-tel.



Hasonlé okoskodéssal belathatd, hogy a két tényezd valamelyike oszthatd 8-cal. Az azonban nem lehet, hogy
ugyanaz a tényez6 oszthatd 125-tel és 8-cal, ekkor ugyanis ez a tényezd oszthatd lenne 125 - 8 = 1000-rel is, tehét
legalabb négyjegyi szam lenne. Igy = és = — 1 egyike 125-tel és a masik 8-cal oszthaté. Olyan tobbszorosét kell
keresniink a 125-nek, amelyiknek valamelyik szomszédja, vagyis az 1-gyel kisebb vagy 1-gyel nagyobb szam oszthatd
8-cal. Ez a szomszéd paros is és 4-gyel is oszthato, ezért elég 125 paratlan tobbszoroseivel probalkozni, ezek: 125, 375,
625 és 875. Szomszédaik koziil a 26-ra és 74-re végzddsk még 4-gyel sem oszthatok, 124 és 876 sem oszthato 8-cal, igy
csak két szampar marad: z = 376 és x — 1 = 375, valamint x = 625 és = — 1 = 624.

Valoban: 376% = 141 376 és 625% = 390 625.

Fried Ervin



