Racionalis egyiitthatos egyenletek gyokjelekkel felirt megoldéasairél

Ha valamilyen médon rajottiink, hogy pl. a
22° — 1962® — 1632% +9 = 0

egyenletnek gyoke 5+ 2T , akkor azt varjuk, hogy —2V/7+51s gyok, és a behelyettesités azt mutatja, hogy igy is van.
Végezziik a helyettesitést az egyenlet bal oldalaba mindkét esetben ugyanolyan eljarassal, pl. a bal oldal

({ [(22)x — 196] 2 — 163};10)90 +9

alaka, an. Horner-féle atrendezése alapjan (az alabbi tablazat els$ sordban az egyiitthatok allnak, amiket az elGtte
allo oszlopbeli szam z-szereséhez adva kapjuk az alattuk allo szamot):

z 2 0 —196 —163 0 9
54 2V7 2 10 + 4V7 —90 + 40V7 —53 4+ 20V/7 15 — 637 0
—2V7+5 2 10 — 4V7 —90 — 40V/7 —53 — 207 15 + 637 0

Feltting, hogy az eltérés minddssze annyi, hogy a két szamitasban /7 szorzojanak az el6jele ellenkezs. Meg fogjuk
mutatni, hogy ez nem véletlen, és éppen ez az oka annak, hogy a fent emlitett varakozasunkban &altaldban nem
csalatkozunk.

Mindenek el6tt meg kell fogalmaznunk, mi is az, amit varunk.

TETEL. Legyen f(x) egy raciondlis egyiitthatds polinom, a, b raciondlis szam, c olyan raciondlis szdm, ami nem
négyzete eqy raciondlis szdmmnak.
Ha ezek mellett a feltételek mellett a + by/c gyoke az f(z) = 0 egyenletnek, akkor a — by/c is gydke.

Bizonyitds: Ha a 4 by-t helyettesitiink f(z)-ben z helyébe, akkor y egy racionalis egyiitthatos polinomjat kapjuk.
Vonjuk ebben kiilén Ossze y paros hatvanyait a paratlan hatvanyokbdl pedig emeljiik ki y-t; igy y szorzdja szintén
y-nak egy csak paros hatvanyait tartalmazé polinomja, vagyis y-nek egy racionalis egyiitthatos polinomja lesz. Ilyen
atalakitassal tehat azt kapjuk, hogy

fla+by) =g +y- h(y?),

ahol g(z) és h(z) egy-egy racionalis egyiitthatos polinom.
Itt 3 helyébe \/c-t, méasszor —v/c-t helyettesitve, °> mindkétszer c lesz, s igy

fa+bve) = gle) + h(c) - Ve,
f(a—bve) = g(e) = hlc) - ve.

Az els6 érték csak ugy lehet 0, ha h(c) = 0 — és akkor természetesen g(c) is 0 —, hiszen kiilénben /¢ = —g(c)/h(c), ¢ =

(g(c)/h(c))2, tehat ¢ racionalis szam négyzete volna, ez pedig feltétel szerint nem &ll fenn. Ha viszont g(c) = h(c) =0
akkor f (a—by/c) =0 is teljesiil. Ezt akartuk bizonyitani.
Hasonl6 probléma meriilt fel az 1434. feladattal kapcsolatban is, de kicsit bonyolultabb feltételek mellett: azt

kellett belatni, hogy
<—1+\/5+\/30+6\/5> /4= (—1+x/5+\/ﬂ) /4

gyoke egy egész egyiitthatos egyenletnek, és annak révén sikeriilt célt érniink, hogy megmutattuk: vele egyiitt (—1 +5— \/ﬂ) /4

is gyok. Varhato, hogy itt sem csak a szerencse allt mellénk, és az el6z6khoz nem is kell sokat hozzatenni, hogy ezt
belassuk.

Az el6z6 bizonyitasban azt hasznaltuk fel, hogy egy raciondlis egyiitthatds polinom valtozoja helyébe egy raci-
ondlis egyiitthatos polinomot helyettesitve Gjra racionalis egyiitthatos polinomot kapunk. Egy ilyen helyettesitésnél
az 4j egyiitthatok a régiekbdl véges szamua Gsszeadas, kivonas és szorzas elvégzésével adodnak, ezek pedig racionélis
szamokbol Gjra racionélis szdmokat eredményeznek. Egy lépésben azt is kihasznaltuk, hogy g¢(c)/h(c) is racionalis
szam, ha g(c) és h(c) az, tehat az osztés sem ,yezet ki’ a raciondalis szamok korébsl. A négyzetgyokvonas azonban mar
kivezethet, mint pl. v/7 esetében, és altalaban is éppen azt tettiik fel, hogy v/¢ mar nem racionalis.

Az emlitett feladatban viszont v/u-nél a négyzetgydkjel alatti szam sem racionélis; a + bv/5 alaku, ahol a és b
raciondlis, és ilyen szdm &ll v/u el6tt és a nevezében is (az utobbinal a = 4, b = 0). Az ilyen alaka szamokrol is

1Lasd a feladat II. megoldasat, K. M. L. 33 (1966) 128. o.



belathaté azonban, hogy a négy alapmiivelet nem vezet ki koziiliik. Osszegre és kiilonbségre ez vilagos, szorzatra és
hényadosra pedig igy lathato:

(a + b\/B) (c + d\/B) = (ac + 5bd) + (ad + be)V/5,

a+b/5  (a+bV5)(c—dvV5)  (ac—5bd L(be—ad g
ctd/s 2 — 5d2 T\ 2 —54d2 2 — 5d2 '

Itt nem nehéz belatni, hogy ¢? — 5d% # 0, ha ¢ és d racionalis, az egyes zarojelekben pedig racionalis szam all.
Ezek utdn méar nem nehéz latni, hogy a fenti bizonyitas akadaly nélkiil megismételhet, ,raciondlis szam” helyett
kell mindig azt mondani, hogy ,,a 4+ bv/5 alaku szam, ahol a és b racionélis”. Ehhez csak azt kell belatnunk, hogy nincs

2
olyan racionélis r és s szam, amire 30 + 65 = (r + S\/g) . Valéban, az egyenletet igy rendezhetjiik at:

2(3 — rs)V5 = r? + 55 — 30,
ami csak ugy teljesiilhet, ha
rs=3 és r*+5s-30=0,

mert kiilonben v/5 racionalis volna. A masodik egyenletet r-tel szorozva és felhasznélva az elsét

r* —30r + 45 =0, r=+1/15+ V180 = +1/15 + 6v/5.

Ez azonban az elGjelek semmilyen valasztasa mellett nem lehet raciondlis, mert abbol négyzetreemelés utan kénnyen
adédnék ismét, hogy /5 is racionalis volna.

A bizonyitas tobbi lépéseinek végiggondolasit az olvasora bizzuk. Lathatjuk, hogy itt egy a kimondottnal joval
altalanosabb tétel specidlis eseteirél van SZ()E annak megfogalmazasa azonban kicsit bonyodalmas volna.

Suranyi Janos

2Az 1021. gyakorlatban — K. M. L. 33 (1966) 69. o. — arra lattunk példat, hogy az a + bv/3 + ¢V/9 (a, b, ¢ racionalis) alaki szamok
korébol sem vezetett ki az ott végzett szorzas és osztés.



