Els6 feladat. Mely egész a, b, c értékek elégitik ki az
(%) >+ +c2+3<ab+3b+2c

egyenldtlenséget?

Megoldas. Minthogy egyenl6tlenségiink mindkét oldalan egész szam All, az egyenl6tlenség akkor és csak akkor
teljestil, ha a baloldal legalabb 1-gyel kisebb a jobboldalnal, ha tehat

A+ +AP+4<ab+3b+ 2.

<a—g)2+3<g—1>2+(c—1)2§0

alakba irva megallapithatjuk, hogy csak akkor teljesiilhet, ha benne minden négyzet alapja 0, hiszen kiilénben a
baloldalon pozitiv szdm &allana. Eszerint

Ezt az egyenlGtlenséget

és az egyetlen megoldas

Masodik feladat. Egy kérlemezen 8 pontot vesziink fel (a hatdrolé kérvonalat is a kérlemezhez szdmitjuk). Bizo-
nyitsuk be, hogy a 8 pont kdzétt van két olyan, amelynek tdvolsaga a kor sugardndl kisebb.

I. megoldas. A 8 pont k6zott legalabb 7 a kor kdzéppontjatol kiillonbozs pont van. Minden ilyen pont a kbzéppont-
tal Osszekotve a kor egy-egy sugarat hatarozza meg. Ha ezek a sugarak nem mind kiilénbozsk, két pont ugyanannak
a sugarnak a korkozépponttol kiilonbozé pontja, s igy tavolsdguk a sugarnal kisebb.

Ha viszont csupa kiilonb6z6 sugarhoz jutottunk, akkor ezek az O kdzéppontnal elhelyezkedd teljes szoget legalabb
7 szogre bontjak fel, s ezért van kozottiik két olyan sugéar, amelynek szoge a teljes szog hatodrészénél, 60°-nal kisebb.
Legyen a 8 pont koziil valo A és B ezen a két sugaron (1. dbra).

1. dbra

Minthogy AOB< < 60°, van az O AB/A-nek nagyobb szoge is. A haromszog szogeirdl és szemkozti oldalairdl szolo
tételre hivatkozva kimondhatjuk ezért, hogy az OAB/A-nek van AB-nél nagyobb oldala, hogy tehat AB kisebb az OA,
OB tavolsagok valamelyikénél, s igy kisebb az utobbiaknal nem kisebb korsugarnal is.

Minden esetben eljutottunk tehat a 8 pont koziil két olyanhoz, amely kielégiti a feladat kovetelményét.

II. megoldas. A korlemezt egy beirt szabalyos hatszog csicsaihoz vezeté 6 sugar és ezek felezGpontjai altal
meghatarozott szabalyos hatszog segitségével 7 tartoményra bontjuk fel (2. abra). E tartoméanyok mindegyike egy-egy
olyan korben helyezkedik el, amelynek atmérGje az eredeti kor sugara. Ez az eredeti korrel koncentrikus és feleakkora
sugart korre, valamint a beirt szabalyos hatszog oldalaihoz tartozé Thales-korokre valoban teljesiil.



2. abra

Tekintsiik most a megadott 8 pontot, és forgassuk el a kort tartomanyokra feloszt6é vonalakat a kor kdzéppontja koriil
ugy, hogy a 8 pont egyike se essék feloszto vonalra. Ekkor a 7 tartoméany valamelyikében legalabb két pontnak kell
elhelyezkednie. E két pont az illet6 tartomanyt leborité kor belsejében van, s igy tavolsaguk a kor atmérdjénél, azaz
az eredeti kor sugaranal kisebb.

Megjegyzések. 1) Nyilvanvalo, hogy a feladatban nem irhatunk 8 helyébe 7-et, hiszen a kor kozéppontja és
egy beirt szabalyos hatszog csticsai 7 olyan pont, amelyek kozott nem 1ép fel a kor sugaranal kisebb tavolsag. Elsg
megoldasunkbol azt is kiolvashatjuk, hogy mas ilyen ellenpélda nincs.

2) Jelolje a,, a korbe irt szabalyos n-szog oldalat. A feladat allitasa szerint a korlemezen felvett 8 pont k6zott van
kettd, amelynek téavolsaga ag-nél kisebb. Bebizonyitjuk, hogy a két pont mindig megvdlaszthato gy is, hogy tdavolsdaguk
ne legyen ar-nél nagyobb. A kor kbzéppontja és egy beirt szabalyos hétszog csucsai mutatjak, hogy a tétel allitasa ilyen
iranyban tovabb mar nem finomithato.

A bizonyitas gondolatmenete masodik megoldasunkéhoz hasonlé, de bizonyos szempontbol azzal éppen ellentétes
lesz. A kort most 8 tartomanyra bontjuk fel. Egy beirt szabalyos hétszog leghosszabb atloi egy kisebb szabélyos
hétszoget burkolnak. Ennek cstucsai az eredeti hétszog cstucsaihoz vezets sugarakon helyezkednek el. A felbontast most
a kisebb hétszog és a hétszogestcsokat 0sszekotd sugarszakaszok szolgaltatjak (3. abra).

3. dbra

Azt allitjuk, hogy a 8 tartomany barmelyikén vesziink is fel két pontot (hatarpont felvételét is megengedve), ezek
tavolsaga ary-nél nagyobb nem lehet. Ez a kis hétszog esetében nyilvanvald, hiszen egy szabdlyos hétszog pontjai koziil
egy legnagyobb atlo végpontjai vannak egymastol legtavolabbra, és a kis hétszog By B3 atloja az abra A; As A5 A-ébdl
kiolvashatoan kisebb, mint A1 As = a7.

A szektorszerti Ay AsBo B tartoményra térve el6szor is belatjuk, hogy A1 As = A2B; (s ugyanigy = A1 Bs). Ez
abbol adodik, hogy az A; A By A7 négyszog rombusz, mert szemkozti oldalai parhuzamosak és A7 A1 = A1 As = ay, igy
tehat az A; By atlo a rombuszbdl egyenlGszariu haromszoget vig le. Ennek szarszoge a kor egyharmadanél kisebb iven
(ti. kéthetedén) nyugvo keriileti szog, ezért 60°-nal kisebb, s igy az egyenlSszara haromszog Ay By alapja az A1 As = ay
szarnal kisebb.

Ha a szektorszeri tartomanyban két egymastél maximalis tavolsagra levs pontot keresiink, nyilvan csak a hatérvo-
nal pontjai johetnek szoba. A maximalis szakasz végpontjai kdzott nem szerepelhet egy hatarolo szakasz bels pontja,
mert valamely pontnak egy szakasz pontjaitél mért tavolsdgai koziil a maximalis értéket csak végponttol mért tavolsag



adhatja. Nem szerepelhet a maximalis szakasz végpontjai kozott az A; Ao koriv belsé pontja sem, mert a korlemez
valamely (a koézépponttol kiilonb6z6) pontjanak egy koriv pontjaitol mért tavolsagai koziil a maximalis értéket szintén
csak végponttol meért tavolsag adhatja. Igy tehat a keresett maximalis szakasz mindkét végpontja csak az Ay, Ao, Bo,
B; pontok koziil val6 lehet, s e pontok tavolsdgainak maximuma, mint lattuk, valéban a;.

Tekintsiik most mar a korlemez megadott 8 pontjat. Ha mindannyian a kis hétszégben vannak, akkor barmelyik
kettének a tavolsaga kisebb, mint a7. Ha nem ez a helyzet, forgassuk el a tartoményainkat hatarolé vonalakat a kor
kozéppontja koriil ugy, hogy a 8 pont valamelyike elvalaszté vonalra essék. Ekkor a tartomanyok mindegyike tartalmaz
a belsejében és a hataran valahéany pontot (esetleg egyet sem) a 8 pont koziil. E szamok 6sszege legalabb 9, hiszen van
olyan pont, amelyet kétszer is figyelembe vettiink. Kell tehat a 8 tartoméany kozott olyannak lennie, amely a hatarat
is hozzaszamitva legalabb két pontot tartalmaz pontjaink kozil. E kettének a tavolsidga azonban a fentiek szerint
legfeljebb a7, s ez allitdsunk helyességét bizonyitja.

Harmadik feladat. Olyan felfelé keskenyedd, négyzetalapi szabdlyos csonkagildt tekintink, amelynek az alaplapja
koré irt kor sugara kisebb, mint az oldallapjai kéré irt kérok sugara. Bizonyitsuk be, hogy egy testatlo két végpontjdat
0sszekdtd, a csonkagila feliletén haladd legrovidebb vonal a csonkagila paldstjian helyezkedik el.

Megoldas. Tekintsiik az ABCD alapt, EFGH fed6lapu szabalyos csonkagulat (4. abra). A forgasszimmetria
miatt mindegy, hogy melyik testatld végpontjait 6sszek6ts vonalakkal foglalkozunk. Ha az AG testatlot vélasztjuk,
megallapithatjuk, hogy minden 6sszek6té vonalnak metszenie kell a térbeli BCDH EF hatszoget. Minthogy pedig e
hatsz6g minden pontjat A-val és G-vel a csonkagila feliiletén elhelyezkedd szakasz koti Ossze, és két pont Osszekdts
szakasza minden mas 0sszek6tS vonalnal révidebb, a legrévidebb 6sszek6td vonal csak két szakaszbol 4llo tordttvonal
lehet.

4. dbra

Ez vagy egy oldallapon és a fedSlapon, vagy az alaplapon és egy oldallapon, vagy pedig két oldallapon helyezkedik
el. A szimmetria miatt mindegy, hogy itt melyik oldallap vagy melyik két szomszédos oldallap szerepel.

A vizsgalt toréttvonal mindharom esetben két olyan lapon halad, amelyek élben csatlakoznak. Ha e lapokat az
él koriil egy sikba forgatjuk, a torottvonal is a sikba teriil, s akkor lesz a legrévidebb, ha a kiterités utan nincs mar
torése, azaz a végpontokat Osszekotd egyetlen szakassza valik. Ez persze csak akkor lehetséges, ha a kiterités utan
ado6do végpontok Osszekots szakasza metszi a két lap kozos élét. Megmutatjuk, hogy ez a benniinket érdekls esetek
mindegyikében bekdvetkezik.

Csonkagulank ABFE oldallapja szimmetrikus trapéz, melynek AB alapvonalan 45°-nal nagyobb (és EF feds-
vonalan 135°-nal kisebb) szogek nyugszanak. Ha ugyanis P és @ az E cstcsnak az alapsikra, illetSleg az AB élre
vetett vetiilete, akkor az APQA egyenlGszaru derékszogi, tehat FQ > PQ = AQ miatt az AEQ/\-ben a nagyobbik
befogoval szemkozti EAQ<t > 45°.

A feladat kovetelményére tamaszkodva most azt igazoljuk, hogy o« = AF B<t < 45°. Az alaplap koré irt korben az
AB hiiron 45°-0s (és 135°-0s) keriileti sz6gek nyugszanak. Minthogy az oldallap koré irt kor sugara nagyobb, ebben
az AB haron nyugvo keriileti szogek 45°-nal kisebbek és 135°-nél nagyobbak. Mivel pedig az AF B< része a 135°-nal
kisebb EF B<t-nek, valoban csak 45°-nal kisebb lehet.

Tekintsiik most mar az emlitett harom esetnek megfelels, kiteritéssel keletkezs abrakat (5. abra). A testatlo vég-
pontjaibol a kiterités utan adodoé pontokat Gsszekots (vastagon meghuzott) szakasz mind a harom esetben metszi a két
lap kozos élét. Mindharom esetben szerepel ugyanis olyan konvex négyszog, amelynek egyik atloja a kozos él, masik
atloja pedig a széban forgd 6sszekots szakasz. E négyszogek két szemkozti oldalat szaggatottan hiztuk meg. Konvexi-
tasuk csak az a) és c) abrarészben kivan alatamasztast, s az a) abraban AEF< < 135°, valamint FEG'< = 45°, a c)
abrédban pedig AFB< < 45°, valamint BFG" < < 135° kivetkezménye.



DI

5. dbra

Maér csak annak megmutatasara van sziikségiink, hogy a vastagon meghuzott szakasz a c) abraban a legrévidebb. A
b) 4bra szakasza nyilvan hosszabb az a) abraénal, hiszen vizszintes (a kozos él egyenesére vetett) vetiilete ugyanakkora,
fiiggoleges vetiilete pedig nagyobb, mert az alapél nagyobb, mint a fed6él. Azt kell csak bizonyitanunk, hogy az a) és
¢) abra szakaszaira AG' > AG". Ezek a szakaszok az AFG'/\ és AFG" A oldalai, amelyekben két-két oldal paronként
egyenls. Ezért az ismert tételre hivatkozva
AFG'a > AFG"«

igazolasa sziikséges, ez azonban § = AFFE< jeloléssel
90° + 5 > 2a+

alakban frhato, s a mar bizonyitott o < 45° kivetkezménye.

Hajés Gyorgy



