Lapunk a 30. kétet 5. szamaban palyazatot hirdetett. A palyazoknak a
(1) 723 — 3y3 = 22

egyenletrsl kellett megmutatniuk, hogy van végtelen sok fiiggetlen megoldésa, tehat olyan, amelyek koziil semelyik
kett6 nem szarmaztathato ugyanazon o, 4o, 2o megoldasbol alkalmas u és v egész szammal zou?, you?, zou?, ill. zov?,
yov?, zov® alakban, tovabba a probléma altalanositasait keresni.

A beérkezett 6 palyamunka mindegyike megoldja az (1) egyenletre vonatkozo feladatot. Négy palyazo, Berkes
Istvan, Fivesi Istvan, Gaspar Andras és Herényi Istvan foglalkozik ezen tul az

(2) az® + ba* = c2"
és az
(3) a133]f + a2x§ +...+ asx’s“ =2"

alaku egyenletek egész megoldasaival is, abban az esetben, ha k és n egyméashoz relativ prim természetes szamok. Berkes
ezeken a kereteken messze tilmenve alaposan és pontosan megvizsgélja, milyen &ltalanositasi lehet&ségek adodnak.
Sok esetben azt mutatja meg, hogy a keletkezd egyenletekre a fentihez hasonlé allitasok nem érvényesek. Dolgozata
széleskorid ismeretanyagrol taniskodd, gondos munka.
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Az alabbiakban az (1), (2) és (3) egyenletek egész megoldasaival foglalkozunk. Berkes ezeken tulmend vizsgalataira
nem térhetiink ki, mert azok minden tekintetben meghaladjak lapunk kereteit.

Konnyt latni, hogy az (1) egyenlet olyan megoldésai, amelyekben valamelyik ismeretlen 0, az © = y = z = 0, az
z=Tr%y=0,2=493 ésazx =0,y = —3r%, z = 97, ahol r tetszés szerinti egész szam. A tovabbiakban csak 0-t6l
kiilonb6z6 egészekbdl allo megoldasokkal foglalkozunk. Attekintést adunk (1) Gsszes megoldasardl és megvizsgaljuk,
mikor lesz ezek koziil kett fliggetlen.

Legyen z, y, z az (1) egyenlet egy egész szamokbol all6 megoldasa, és tegyiik fel, hogy x és y legnagyobb kozos
osztodja (x, y) = d. Ebbél = dx; ésy = dyi, ahol 1 és y relativ prim egész szamok. Behelyettesitve az (1) egyenletbe:

4) d3 (723 — 3y3) = 22

Ebbdl kivetkezik, hogy d® a z*-nek osztéja, ami — felhasznélva, hogy az egész szamok primtényezds felbontésa egyér-
telmd — csak agy lehet, ha d osztdja z-nek, vagyis z = dz;, ahol z; ugyancsak egész szam. Igy

(5) d(Taf — 3y7) = #7.

Legyenek most z; és y; tetszGleges relativ prim szamok, és legyen k = 796? — 3yf. Legyenek pi, pa2, ..., pr a k
primtényezés felbontasaban azok a primszamok, melyek paratlan kitevén szerepelnek, és jeloljiik ezek szorzatat b-vel.
Ekkor k/b primtényezos felbontdsaban minden primszam paros kitevén szerepel, tehat ez négyzetszam, jeloljiik a?-
tel. Ebb6l k = a?b, ahol b tugynevezett négyzetmentes szam, tehat olyan szam, amely egyetlen 1-nél nagyobb szam
négyzetével sem oszthatd. Ennek alapjan (5) a

(6) da®b = 2%

alakban irhat6. Marmost, mivel a® oszt6ja zi-nek, ezért a is osztoja z1-nek; 2 = aza, igy (6)-bol azt kapjuk, hogy
db = z3. Ebb6l kovetkezik az is, hogy b osztoja z3-nek. Ez azonban — tekintetbe véve, hogy b négyzetmentes szam —
csak gy lehet, ha b a zo-nek is osztoja: zo = be, azaz db = b>c?, végiil is d = bc®. Visszahelyettesitve: © = z1d = x1bc?,
Yy =y1d = y1b02 és z = z1d = azabc® = abebc® = ab?c>.

Ezek szerint (1) Osszes egész megoldasait a kovetkezképpen kaphatjuk. Valasztunk tetszés szerint két relativ prim
egész szamot: z1, yi-et; a 796? —Syf szamot 796? — 3y§’ = a?b alakba irjuk, ahol b négyzetmentes szam; ekkor a megoldas:

x = z1bc?, y = y1bc?, z = ab®c?.



Rogzitett x1, y1 mellett a és b is adott, igy az Osszes megoldasok az x1b, y1b, ab® megoldasbol szarmaznak. Ha
viszont kiillonbo6z6 x1, y1 és x2, yo relativ prim szadmparboél indulunk ki, akkor fiiggetlen megoldésokat kapunk. Ha
ugyanis két megoldas ugyanabbdl az xg, yo, zo megoldashél szérmaztathatd, akkor az x- és y-értékek hanyadosa
mindkettében zg/yo. Esetiinkben viszont az x1, y1-bol kiindulva ad6dé (barmelyik) megoldéasnal ez a hanyados z1/y1
és hasonloan az xs, ya-hoz tartozoknal xs/ya, ezek pedig kiilonbozok.

A tovabbiakban a feladat altalanositasat ttzziik ki célul. Karsai Istvan és Vas Péter palyazatdban ez mar nem
szerepel.

Az (1) egyenletben mind az egyiitthatok, mind a kitevék adott szamok. Latni fogjuk, hogy az egyiitthatok he-
lyébe barmilyen egész szamokat irhatunk, a kitevéket azonban nem valaszthatjuk tetszélegesen. Pl. az z3 4¢3 = 23
egyenletnek csak trividlis megoldésa létezik. Megmutatjuk, hogy (2)-nek az egész szamok korében végtelen sok flig-
getlen megoldésa van, ha (k, n) = 1. Az eredeti definiciénak megfelelGen az x1, y1, 21 és az xa, ya, 22 megoldasokat
fiiggetlennek nevezziik, ha nem létezik (2)-nek olyan z, y, z megoldasa és olyan u, v egész szdm, hogy z1 = zu”,
y1 = yu”, 21 = zuk és xo = V", Yo = Yo", 23 = zv¥ 4llna fenn. Itt is belathato, hogy a két megoldas fiiggetlen, ha
T1 /Y1 # T2/yo-

Elgszor a ¢ = 1 esettel foglalkozunk, az altaldnos esetet erre fogjuk visszavezetni. Fel fogjuk hasznalni azt az ismert
tételt, hogy ha (k, n) = 1, akkor léteznek olyan u és v pozitiv egész szamok, melyekre

(7) ku+1=nv.
Legyen x = ty. Ekkor
(2" az® + byk = 2"-bol yk(atk +b)=2".

Rogzitsiik t-t, és legyen s = at® + b, tovabbéa y = s*, z = s” ahol u és v olyan pozitiv egész szamok, melyekre (7)

fennall. Ekkor

azk +byF =y (ath +b) = yFs = sUF . 5 = Pt = g = (s7)" = 27,
azaz s't, s*, s” megoldasa (2’)-nek. Kiilonbo6z6 t-k esetén az igy adodoé megoldéasok fiiggetlenek, ezért végtelen sok
fiiggetlen megoldast kapunk.

A ¢ # 1 esetben mar az x = z1¢, y = y1¢, 21 alakd megoldasok kozott is van végtelen sok fiiggetlen. Ezekre ugyanis
teljesiil

ackzh £ bckyk) =2, vagyis  (acktT)ak 4 (b hyk = 27,
és az utobbi egyenletnek az éppen belatottak szerint végtelen sok fiiggetlen x1, y1, z1 megoldasa van. Az ezekbdl
képezett x = cx1, y = cy1, 2 = 7z szdmharmas megoldasa (2)-nek. Az igy kapott megoldasok fiiggetlenek, mert
x/y = x1/11, s igy fiiggetlen x1, y1, 21 és o, ¥}, 21 megoldasokbol (2)-nek is fiiggetlen z, y, z és o', 3/, 2’ megoldasai
keletkeznek.

Tovabbi altalanosités, ha az ismeretlenek szama is névekszik. Ezen beliil csak a (3) alaka egyenletekkel foglalkozunk,
nyilvan végtelen sok fiiggetlen megoldasa van. Ha ugyanis 3 = x4 = ... = x5 = 0, akkor (3) helyébe (2') 1ép, amelyr6l
mar tudjuk, hogy végtelen sok fiiggetlen megoldasa van, és ezek nyilvan (3)-nak is fiiggetlen megoldasai. Vilagos
azonban, hogy ezek a (3)-nak nem ,igazi” megoldasai.

A tovabbiakban csak olyan megoldasokkal foglalkozunk, amelyekben egyik ismeretlen sem 0. Az s = 2 esetben
a fiiggetlenség feltétele a megfelels ismeretlenek aranyanak kiilonbozosége volt, vagyis x1/y1 # 2/y2, mas alakban
x1/w2 # y1/y2. Ha most (3) két megoldasa x1, x2, ..., Ts, 2 €és ), o5, ..., 2%, 2/, akkor a megfelel§ ardnyok:

(8) )z, xh/wa, ..., wh/xs.

Két megoldast akkor tekintve fiiggetlennek, ha nem szérmaztathatok le ugyanabbol a megoldasboél, a fiiggetlenség
feltetele az, hogy a (8) aranyokbol legalabb ketts kiilonbozzék. Sokkal er6sebb megszoritést jelent azonban az, hogy a
(8) aranyok mindegyike kiilonbo6z6 legyen.

Kimutatjuk, hogy ezen erdsebb ,fiiggetlenség” mellett is létezik (3)-nak végtelen sok fiiggetlen megoldésa az egész
szamok korében.

Vélasszunk tetszéleges t1, to, ..., ts egész szamokat, és keresslink olyan p szamot, melyre az x1 = t1p, z2 =
top, ..., xs = tsp alkalmas z mellett megoldast ad. Behelyettesitve:

pr(arth + aoth + .. 4 a th) = 2"

A zarojelen beliili kifejezést r-rel jelolve p*r = 2" adodik. Mivel feltettiik, hogy (k, n) = 1, azért rogzitett, (7)-

et kielégité u és v pozitiv egész szamokra p = r" és z = r” valasztassal pkr = ekl — p¥m — 7 _ Eszerint ha
t1, ta, ..., ts tetszGleges egész szamok, és r = altlf + agtlg + ...+ astf, akkor az x1 = t17r"%, 10 = tor", ..., Ts =
tsr", z =r" megoldasat adja a (3) egyenletnek.

Ha most més t}, th, ..., t, egész szamokat valasztunk, és ' = a1t} +aotiF +. . .+ a,t’*, akkor az 2} =t} ()", zf =
th(r), o, 2l =t ()", 2 = (r)” ismét a (3) megoldasa lesz, és a (8) tortekre:

) "\ xh "\ [ r\
1t r )’ Tyt r )’ Y Ts  ts r)



Itt minden hanyadosban fellép (r'/r)", ami fiiggetlen az ismeretlen indexétél. Ezért a (8) hanyadosok kdzt nincs
két egyenls, ha a

th/t, th/ta, ey to/ts
hanyadosok mind kiilonbo6z6ek; ezt pedig konnyen el tudjuk érni, példaul gy, hogy ¢1, ta, ..., ts szdmoknak mindig
mas primszam 1-s6, 2-ik, ..., s-ik hatvanyat valasztjuk.

Fried Ervin



