1. feladat. Alakitsuk szorzattd a kovetkezd kifejezést:
(*) [(a—c)*+ (b—d)?] - (a* +b*) — (ad — bc)?.

Megoldas. Jeloljiik az atalakitando kifejezést K-val. A kéttaguak négyzeteit tagokra bontva és részben beszorozva:

K = [a®> +b* 4+ & 4+ d® — 2(ac + bd)](a® + b?) — a*d® — b*® 4 2abed =
= (a® +b*)? + (¢ + d*)(a® + b*) — 2(ac + bd)(a® + b*)—
—a?d?® — b*c? + labed.

A masodik szorzatot tagokra bontva 6sszevonasok utén a szorzatbol két tag marad, amelyek az utolso taggal egyiitt
teljes négyzetet alkotnak: a?c? + b?d? + 2abed = (ac + bd)?. Igy K is teljes négyzet:

K = (a* +b*)? + (ad + bc)* — 2(ac + bd)(a* + b*) = [a® + b* — (ad + be)]>.
Ezzel K-t két (egyenld) tényez szorzatava alakitottuk.
2. feladat. Legyen az N szdm magyobb, mint a jegyeinek forditott sorrendben vald leirdsdval keletkezd F szam.
Bizonyitandds, hogy
(1) VN <N-F.
Megoldas. Ha az N szamban a szamjegyek szama paros, akkor a feladat allitasara talalhatok ellenpéldak, pl.

V87 >87T—-78=9, V8108 > 8108 — 8018 = 90.

Paratlan szamu szamjeggyel irt N szamokra viszont az allitds igaz, el§szor ezt bizonyitjuk be; majd a paros esetben
meghatarozzuk azokat a szamokat, amelyekre az allitds nem érvényes)
I. Legyen N jegyeinek szama 2k + 1. Ekkor N kisebb a legkisebb 2k + 2 jegyl szdmnal, ami 10251 ezért

(2) VN < V1026+1 = 10 . /10 < 4 - 10,

Megmutatjuk, hogy N — F' semmilyen megengedett N-re nem kisebb a négyzetgyokre itt talalt felsé korlatnal.

Az N szam balrdl szamitott k + 1-edik szdmjegyének jobbrol szamitott sorszama is k + 1, igy ennek a jegynek a
helyi értéke F-ben ugyanannyi lesz, mint volt N-ben, ti. 10%. Jeloljiik ezt a szamjegyet j-vel, az N-ben az els6 k szamu
jeggyel, illet6leg az utols6 k szamu jeggyel irt szdmot pedig Nj-gyel, illetSleg Na-vel. N; utolsé szadmjegyének helyi
érteke az N-ben 10°11, ezért

N = Ny - 107! 4 5 - 10F + N,

(N7 valodi k-jegyd szam, vagyis balrol els§ szamjegye nem kisebb 1-nél, No azonban kezd&dhet helypotlo 0-val is.)
Legyen az Ni, No szam jegyeinek forditott sorrendben valé irdsaval el6allo k-jegyd szam Fi, illetleg Fo (mindketts
kezdédhet helypotlo 0-val), igy

F=F,-10" +j.10% + [, tehat
(3) N —F = (Ny — Fy)- 10F — (F; — No)
N, és F kiilonbozok, mert kiilonben N szamjegysorozata szimmetrikus volna j-re, s ezért N = F allna. Igy N > F
miatt Ny — Fy = 1. Masrészt a kivonand6 nem nagyobb a k szama 9-essel frott szamnal, 10% — 1-nel, igy (2)-t is

tekintetbe véve
N—F>1-10""—-10*=9.10% > 4.10* > V/N.

Ezzel a feladat allitasat a paratlan szama jeggyel irt természetes szamokra bebizonyitottuk.

II. Ha N szamjegyeinek szama 2k, akkor N < 10%*, és igy
(4) VN < 10

Ebben az esetben a fenti jeloléseket tovabb hasznélva

N = N; - 10F + N, F=F,-10F + Fy,
N —F = (N, — F)-10* — (F| — Ny),

! Mint a versenyr6l kiadott jelentés kozolte — lasd K. M. L. (31) 1965. 3. 0. — a feladat szdvegébdl sajnalatosan kimaradt az a megszoritas,
hogy az allitas paratlan szamu szdmjeggyel irt természetes szdmokra bizonyitandé. — Szerk.



és N — F > 0 miatt ismét sziikségképpen Ny, > F>. Tovabba a masodik zardjelbeli kiilonbség most is kisebb 10*-nal.
Ezért
N —F > (N, — F) - 10F — 10,

és igy Ny — F» = 2 esetén N — F nagyobb a (4)-beli fels6 korlatnal, tehat az (1)-et nem teljesité szamban csak
N; — F; =1 lehet, azaz N1 = F> + 1. Ha F5 9-esre végzddik, akkor N7 O-ra, igy Fj elsé jegye 0, No-¢ 9, tehéat ekkor is

N — F =10" + (N, — 1) > 10~

Igy csak az lehetséges, hogy F» utolsé — s igy No els6 — jegye 1-gyel kisebb, mint N; utolso, tehat F elsG jegye, a
tobbi jegyek Nj-ben és Fy-ben, tehat Fi-ben és Na-ben is megegyeznek. Ekkor F; — Ny = 1Okk_1,

N-—F=10"-10""1=9.10""".
Ezek szerint csak akkor allhat fenn (1) helyett VN > N — F, ha (négyzetre emelve)
(6) N> (N—-F)>=81-10*"2=8,1-10%*"1,

Megallapitasainkat Osszefoglalva 2k = 2 esetén (6) igy alakul: N = 81, vagyis elss jegye 8 vagy 9, masodik jegye
pedig a fentiek szerint 1-gyel kisebb; tehat 2 kétjegyi ellenpélda van: 87 és 98.
2k = 4 esetén a 2k-jegy N szam akkor nem teljesiti (1)-et, ha kozéps6 két jegyével irt szam a

10, 21, 32, 43, 54, 65, 76, 87, 98
szamok valamelyike, az ezt megel6z6 k — 1 jegyd szam els6 két jegyével irt szam a
81, 82, ..., 89, 90, 91, ..., 99

szamok valamelyike, tovabbi k—3 szamjegye (k = 4 esetén) tetszés szerinti, végiil utolso k—1 jegye forditott sorrendben
rendre egyenld az els6 k — 1 jegyével.

2k = 4 esetén a méasodik szamjegyre mindkét feltételnek teljesiilnie kell, ezért az elsé két szamjegy nem lehet 90,
a 4-jegyt ellenpéldak szama 18. Hatjegyd ellenpélda 19 -9 = 171 van, k = 3 esetén a 2k jegyi ellenpéldak szama
19-10%73.9 =171 1053,

3. feladat. Az ABCD téglalap két rovidebdb oldala AB és CD. Messe a C pontbol a BD dtlora bocsdtott merdleges
egyenes az AB oldal meghosszabbitisdit az E pontban. Messe tovabbd a B kézépponti, BC' sugari kir a téglalap AD
oldaldt az F pontban. Bizonyitando, hogy EF merdleges F B-re.

E

Megoldas. A CEB és DBC héaromszogek hasonlok, mert oldalaik paronként merglegesek egymaésra, ezért

BC

EB =70

-CB.

Igy EBF és FBA is hasonl6 haromszogek, mert B-nél levs szogiik kozos, és az ezt bezaré oldalak aranya az F-et

el6allito szerkesztés miatt egyenl6:
EB BC CB BC FB

BF CD BF CD BA
Az FBA haromszog A csticsanal derékszog van, ezért a megfelels BF'E sz0g is derékszog. Ezt kellett bizonyitanunk.
Megjegyzés. A versenyzdk egy része kifejezte F'A-t, EA-t, majd EF-et is a téglalap oldalaival, és az

EB? = EF? + FB?

Osszefiiggésre jutott. Ebbdl a feladat allitasa a Pythagoras-tétel megforditasa alapjan kovetkezik.
Lérincz Pal



