Az 1965. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Tanulmanyi Verseny II. forduldjanak 2. feladata igy szolt:

A hegyesszogi hdromszdgbe négyzetet irunk, amelynek két csicsa az egyik oldalon, egy-eqy csicsa a tovdbbi oldalakon
van. Bizonyitsuk be, hogy a négyzet tartalmazza a hdromszég beirt korének kézéppontjat.

A kozolt megoldasoktl szerint a négyzet e pontot mindig belsejében tartalmazza, tovabba elég a négyzet és a
haromszog k6zos oldalegyenesén fekvs cstucsokrol kikotni, hogy hegyesszogiiek legyenek.

Pelikdn Jozsef versenydolgozataban felvetette azt a kérdést, hogy rogzitve a négyzetet és minden lehetséges moédon
koréirva hegyesszogt haromszogeket, ezek beirt koreinek kézéppontjai keriilhetnek-e a négyzet oldalaihoz tetszés szerint
kozel, vagy van olyan A > 0, hogy ha a négyzet oldala ¢, akkor a koriilirt haromszogek beirt koreinek kdzéppontjai
mindig legalabb At tavolsagra esnek a négyzet oldalaitol. Az alabbiakban meghatarozzuk azon pontok mértani helyét
a négyzetben, amelyek beirt kdrkézéppontok lehetnek, és latni fogjuk, hogy ezek nem keriilhetnek tetszés szerint kozel
az oldalakhoz.

Legyen DEFG a négyzet, ABC egy koriilirt haromszoge, legyenek a B, D, E, C pontok ebben a sorrendben egy
egyenesen, s legyen F, ill. G az AC, ill. AB szakaszon. Legyen az ABC haromszog beirt kore k, kbzéppontja O.

I. Egyel6re nem kotjiik ki, hogy a BAC szog hegyesszog legyen.
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a) A k kornek metszenie kell az F'G szakaszt; kiilonben ugyanis dtmérgje legfeljebb DE lenne, ezért az EF, GD
szakaszok koziil legalabb az egyiket, mondjuk FF-et nem metszené, s igy teljes egészében az EFFG szogtartomanyban
volna, s igy nem érinthetné az AC egyenest. Legyen EF és GD felez6pontja K, ill. L, akkor ezek szerint O a KLGF
téglalapba esik.

k nem tartalmazhatja belsejében a G pontot, mert G-bél érinté vonhaté hozza. Igy O legalabb annyira van G-t6l,
mint a DFE egyenestdl, tehat alatta van a G fokuszia, DE vezéregyenest parabolanak. Hasonléan O az F' fokusza, DE
vezéregyenesi parabolanak is alatta van, legyen e két parabola metszéspontja M. Ekkor O az (egy egyenes szakasz és
két parabolaiv altal hatéarolt) K LM idomba esik; a K L szakasz pontjai nem tartoznak hozza e mértani helyhez.

b) Ennek a tartomanynak minden pontja lehet korkézéppont. Valoban, legyen O ezen idom valamely pontja. Az
O koriil irt, DE-t érint6 k kor nem tartalmazza F-et és G-t és metszi F'G-t, igy az F-bdl, ill. G-b6l k-hoz huzott,
a négyzetet nem metsz6 érinték és DE egy olyan haromszoget hatarolnak, melynek a DE egyenesen levs cstcsaiban
hegyesszogei vannak és melynek a k kor beirt kore, DEFG beirt négyzete.

I1. Kossiik ki most még, hogy A-nél is hegyesszog van.

a) Az 1.a) alatti megallapitasok természetesen érvényben maradnak. Jeloljik DEFG atloinak metszéspontjat P-
vel. Megmutatjuk, hogy ekkor O csak a PFG haromszog belsejében lehet! Ebbdl kovetkezik, hogy ha az F fokuszi
parabolanak és a DF atlonak a négyzetbe es6 metszéspontjat Q-val, a G fokuszu parabolaét és EG-ét R-rel jeloljik,
O a (két egyenesszakasz és két parabolaiv altal hatarolt) PQM R idomba esik; a PQ, PR szakaszok pontjai nem
tartoznak a mértani helyhez. Annak bizonyitasat, hogy ezen idom minden pontja hozzéatartozik a mértani helyhez, az
olvasora bizzuk.

Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy k kozéppontja pl. a PDG héaromszogbe esik. Ekkor k nem metszi az
EF egyenest, és ezért a C'A oldalt az F'A szakaszon érinti. A G pontbol két érint6t hiazhatunk k-hoz; az ezek altal
lemetszett haromszogek legyenek ABC és A1 B1C. Feltehetjiik, hogy a jelolést agy valasztottuk, hogy k az A1G, GB
szakaszokat érinti. Be fogjuk latni, hogy a B1A1C és BAC szogek tompaszogek. A B A1C sz6g a GAA; héromszog
kiilsé szoge, s igy nagyobb a BAC' szognél.
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Nyilvanvaléan BGO< = A;GO<. Tovabba DGO« < OGF<, ezért BGD< > FGA;<. Legyen O vetiilete F'G-re T,
és I tiikorképe T-re ', ez O elhelyezkedése miatt a négyzet oldalanak meghosszabbitasan fekszik. Messe az F'A érint6
OT -re vett tiikorképe G A;-et Ay-ben, akkor az FG A szdg a GF' As haromszog kiilss szoge, és igy GF'Ay<t < FGA <.
Tovabba nyilvinvaléan GF’ Ay<t = GF A<. Ezek szerint

GFA< < FGA1< < BGD«<, s

GAF< =180° — AGF<« — GFA< =90°+ BGD<« — GFA< > 90°

és még inkabb GA; F< > 90°.
Ezzel ellentmondasra jutottunk azzal a feltevésiinkkel, hogy az ABC haromszog hegyesszogi. Tehat O a PGF
haromszog belsejébe esik, és igy a mértani hely valéban a PQM R idom belseje, hozzavéve a QM , M R parabolaiveket.
Ennek az idomnak a négyzet keriiletéhez legkozelebb esé pontja M, hiszen a négyzetet P-bél, mint kdzéppontbol
ugy kicsinyitve, hogy M a keriiletére essék, nyilvan tartalmazni fogja a PQM R idomot. Legyen DFE és F'G felez6pontja
Ny, ill. N3, a négyzet oldala ¢, akkor M nyilvan az N; N» egyenesre esik,

t2
MN; =t— MNo, és MN,=MF = MN22+Z’
azaz M Ny = 3t/8. Tehéat Pelikin kérdésére a valasz az, hogy a beirt korok kozéppontjai nem keriilhetnek 3t¢/8-nal
kozelebb a négyzet keriiletéhez, és ez a korlat nem javithato.

Egyébként az is lathato, hogy A-nal tompaszoget is megengedve a beirt kor kdzéppontja tetszés szerinti kozel eshet
a négyzet keriiletéhez.
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