A tehetetlenségi nyomaték fogalma és Osszefiiggései

Forgémozgasnal a test forgasaban felléps gyorsulast a 3 szoggyorsulassal, azaz az egységnyi id6 alatti szogsebesség-
valtozassal mérjiik. A tapasztalat szerint a szoggyorsulas aranyos a testre hatd F' forgatonyomatékkal:

(1) F=1-8

Az I aranyosségi tényezs a test tengely koriili gyorsitasaval szemben tanusitott ellenallasara, tehetetlenségére jellemzé
mennyiség. Szerepe épp olyan, mint haladé mozgasnal a tomegé. Ezért a test tengelyre vonatkozd tehetetlenségi
nyomatékanak nevezziik. Az elnevezés kifejezésre juttatja azt, hogy az I mennyiség a test forgasszert tehetetlenségének
a mértéke. Egysége az 1 kgm?, ill. 1 gem?.

(1)
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Az (1) Gsszefiiggés nemcsak a tapasztalat alapjan, hanem elméleti aton is megallapithato. Nézziik ezt meg egyetlen
tomegpont esetére. Valamely stlytalan, merev karral r tavolsadgra a tengelyhez rogzitett kicsiny m tomegpontra hasson
a tengely és a pont sikjara merSlegesen P; er6 (1. abra). Ekkor a témegpont pillanatnyi haladé mozgasat tekintve
érvényes Newton II. torvénye:
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(2) Ptzm-at

ahol a toémegpont érintd iranyu gyorsulasat a;-vel jeloljiik. Ez a valodi gyorsulasvektor érintd irdnyt (an. tangencialis)
— komponense. A P, erén kiviil sziinteleniil hat még a merev kar révén egy erre merGleges, a kdzéppont felé mutato,
allando6 nagysagu eré P. is. Az utobbi az as-re merdleges, kozéppont felé mutato, allando értékd a, radialis gyorsulas-
komponenst eredményezi, amely az érinté iranyd komponens nagysagat nem befolyasolja, csupén az irdnyat, biztositva
ezzel a korpélyan valé mozgast. Ha tehat a vizsgalat soran feltételezziik, hogy a témegpont kérpalyan mozog, akkor
ezzel egyszer s mindenkorra figyelembe vettiik a P, hatasit. A tovabbiakban elegendd tehat csupén a P; komponenssel
foglalkozni.
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Helyettesitsiik most a P; és a; értékeket a forgémozgast jobban jellemzd és ekkor ,testhezallobb” F' és S mennyi-
ségekkel az ismert

(3) F=P-r és ar=0-r
Osszefiiggések alapjan. Ekkor F-et kifejezve azt kapjuk, hogy
(4) F=mr?. 3.

Minthogy mr? csak a mozgo tomeg nagysagara és a tengely helyzetére jellemz6 mennyiség, melynek nagysaga a mozgas
soran nem valtozik, célszerd bevezetni az

(5) I =mr?
mennyiséget, amelyet (4)-be helyettesitve gondolatmenetiink eredményéiil maris megkaptuk az
F=1I-8

el6bbiekben tapasztalati aton megadott Gsszefiiggést. Ezt Newton II. térvényéhez valo teljes formai és tartalmi hason-
losaga miatt a forgomozgas dinamikai alaptorvényének nevezziik.

Itt még egyszer emlékeztetiink arra, hogy bar a tomegpontra haté erének csak egy részével, a P.-vel szamoltunk,
a forgasszer mennyiségekre atirt mozgastorvény mégis teljes és hii képet ad a mozgasrol, s6t igy konnyen és atte-
kinthetGen is kezelhetS. A teljes er6hatas tObbi részét, a Pi-t ugyanis a forgd mozgéas” szoval allanddan figyelembe
vessziik. Még egyszeribb ezt elmondani a matematika nyelvén. Az er6t célszerien felbontottuk tangencialis és radialis



komponensekre, amelyekre kiilon-kiilon is érvényes Newton II. térvénye. Az (1) Osszefliggeés egyszertien az egyik, a
tangenciondlis komponensre vonatkozé egyenlet, mig a masik erd allando értékd és igy az egyenletes kdormozgast ered-
ményezi. A felbontas természetesen éppen ezen az észrevételen alapul. (A dolog kicsit hasonlit a ferde hajlitas esetére,
amelynél a kdnnyebb kezelhetGség kedvéért a mozgast szintén felbontjuk az egyszertbb fiigg6leges szabadesésre és
vizszintes egyenletes mozgésra. S6t, altalaban is megfigyelhets az, hogy bonyolultabb fizikai problémaknal a megfelels
stesthezalld” részekre bontassal, ill. a koordinatarendszer valasztassal jutottak egyszeriien eredményhez.)

Jelen vizsgélataink szempontjabol mindenekelGtt a levezetés soran megallapitott (5) Osszefiiggés jelentSs, mert
ennek alapjan felvildgositast kapunk arra, hogy hogyan fiigg az I tehetetlenségi nyomaték értéke a forgd rendszer
tulajdonsagaitol. Miel6tt ezt kozelebbrsl megvizsgalnank, hatarozzuk meg, hogy kiterjedt testek esetén mi ennek a
megfelelGje.

Kiterjedt, tobb tomegpontbdl all6 merev test, ill. rendszer esetén az (1) Gsszefiiggés pontonként érvényes:

=1 -8,
=15,
(6) Fpo=1,- 5.

A megfelels oldalak 6sszeadasaval a bal oldalon az eredd forgatonyomatékot kapjuk:
(7) F=F+FK+...+F,

a jobb oldalon viszont egy olyan Osszeget, melynek minden tagjabol 3 kiemelhetd, ez ugyanis — merev testrél 1évén szo
— minden pontra azonos érték. Tehat

(8) Ilﬁ-f—lzﬁ-i-...-i-fnﬁz(11+Iz+...+ln)-ﬁ.

Ha a jobb oldalon ezutén az
(9) I=L+1I+... 1o, azaz I = myr}
t=1

helyettesitést alkalmazzuk, akkor ez esetben is a tapasztalattal megegyezGen a témegpontra érvényes
F=1-p

(1) Osszefiiggest kapjuk. Lathato tehat, hogy az (1) Osszefliggés a mozgo testekre altalanosan érvényes, csupan az I
tehetetlenségi nyomaték fogalmat kell (9) szerint altalanositani. Ez egyszertien azt jelenti, hogy a test egyes pontjainak,
ill. részeinek azonos tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatékai dsszegezhetdk.

Az a megallapitas, hogy a forgd mozgéasnal a test tehetetlenségi nyomatéka hasonlé szerepet jatszik, mint a haladé
mozgasnal a témeg, jol lathato a forgd mozgasra érvényes

1
(10) E = §Iw2

Osszefiiggésbdl is, amely az el6bbi gondolatmenethez hasonléan nyerhets. Az Gsszefiiggésben Ej a mozgasi energiat és
w a szogsebességet jelenti. A megfelelés teljes, mivel a sebesség és szogsebesség kozott is fennall. A (10) Osszefliggés
alapjan — (9) figyelembevételével — érthetd pl., hogy miért lehet a lenditGkerék energiajat névelni azonos szogsebesség
és tOmeg esetén azaltal, hogy a tomegeket a tengelytsl messzebb teszik.

Az I tehetetlenségi nyomaték emlitett tulajdonsiaga — hogy ez a forgd mozgéasnal a haladé mozgés tomegének felel
meg — kittinik még a torzios lengésbdl, ill. az itt érvényes

(11) T= QW\/E

lengésids képletbdl is. Ebben T a lengésidst, D* a direkcios forgatoényomatékot — az egységnyi szogelfordulashoz tartozo
forgatonyomatékot — jelenti. (A torzids jelenségeket részletesen targyalta Keglevich Laszlé ugyanilyen cimd, lapunk
1964. dec. szamaban megjelent cikke.)

A test és a tehetetlenségi nyomatékanak kapcsolata

Vizsgaljuk meg most az (5) és (9) Osszefiiggés mondanivaloit kozelebbrsl. Az (5) Gsszefiiggés megmutatja, hogy a
tomegpont tehetetlenségi nyomatékanak nagysaga a tomegpont m tomegével az r tengelytsl mért tavolsag négyzetével
egyenesen aranyos. Testek pontjainak jarulékaira (9) miatt ugyanez érvényes. Ennek ismeretében a forgd mozgast
végzG testek tehetetlenségi nyomatékat megfelelGen véltoztatni tudjuk, amint azt az el6bbi lenditékerék példanal
maér lattuk is. Ezen ismereteket alkalmazzak tudatosan vagy 6szténosen az akrobatak és sportolok is. Még lényegesebb



azonban a kovetkezs. Mivel a pontok tomege és a tengelyt6l mért tavolsaga, tehat a tengely koriili tomegeloszlas erGsen
megszabja a tehetetlenségi nyomaték értékét, ezért a tengely helyét a testhez képest mindig meg kell adni. Ugyanazon
test tehetetlenségi nyomatéka (5) és (9) szerint mas és mas értéki lehet a test forgastengelyének helyzetétdl fiiggen. Pl
egy homogén, hossztukas radnak hosszmenti szimmetriatengelyére vonatkozoélag a legkisebb, erre meréleges szimmetria
tengelyére ennél nagyobb, végiil az utébbival parhuzamos a rad szélsé pontjaban felvett tengelyére vonatkozolag még
nagyobb a tehetetlenségi nyomaték értéke. Egészen altalanosan tehat egy test tehetetlenségi nyomatékarol csak akkor
beszélhetiink, ha konkrétan megadjuk, hogy milyen tengelyre vonatkozik.
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Jelen vizsgélatainkban az ilyen moédon értelmezett, tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékkal foglalkozunk.
Meg kell azonban jegyezniink (és ezt Bodd Zalan lapunk 1961. febr. szamaban megjelent Masodrendd nyomatékok
c. cikkében mar targyalta), hogy hasznalatos a miszaki gyakorlatban — a tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi
nyomatékkal kapcsolatban levé — pontra, ill. a sikra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték fogalma is. A gyakrabban
el6forduld rogzitett tengely koriil torténd forgd mozgasnal azonban elegendd a tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi
nyomaték ismerete. Ezért a tovadbbiakban csupan erre szoritkozunk és a megkiilonboztets jelz6t a kozépiskolai szokas
szerint elhagyjuk.

A tehetetlenségi nyomaték a gyakorlatban

A gyakorlatban a merev testek rogzitett tengely koriili forgd mozgéasa csaknem minden gépi berendezésnél, er6gép-
nél, meghajtomiinél, munkagépnél, jarmiinél stb. megfigyelhets. Az egyes termelési, ill. megmunkéalési folyamatokat
ugy lehet ugyanis folyamatosan gépi aton végeztetni, hogy az ott sziikséges mozgasokat forgd mozgassa alakitjak.
Ezért forog a furé hegye, a csiszold-, a keverd-, a daralo-, a szellGztetSgép, az eszterga munkadarabja vagy szerszama, a
malomkd, a korflirész és a fogorvos is igy tudja gépével a szajiireg kis térségében a fogat kezelni. Ha valamely mozgést
ismételni kell, mint pl. a nyomdagép miveleteinél, razo-, présgép esetén, akkor ezt is forgd mozgast végzs alkatré-
szek révén allitjak els. Forgo test a gépek és jatékok lenditGkereke, az elektromos generator forgd része, a lemezjatszo
korongja, a magné tekercse, a korhinta stb. A szaritasra hasznalt centrifuga ruhéaval t6ltott kosara, a bugodcsiga, a
sokféle porgettyd, az tirhajo, a diszkosz, s6t a Fold is porog maga koriil, ez utébbiak forgastengelye azonban részben
vagy egyaltalan nem rogzitett. Jarmiveknél forog a kerék, a lapatkerék, a légcsavar stb. A kiilonb6z6 meghajtémiivek
tengelyes, fogaskerekes, lancos, futdszalagos atvitele is forgo részekkel miikédik. Ezenkiviil a modern erégépek, a viz-
és gbzturbinak, szélkerekek, villamos motorok is mind forgd rendszertiek. Ugyanilyen széles teriileten alkalmazzak a
torzios rendszereket is. (Lasd Keglevich L. emlitett cikkét.) A felsorolt vagy ezekhez hasonlé szerkezetek és gépek forgd
alkatrészeinek tengely koriili gyorsulasat az (1), munkavégzo képességét a (10) Osszefiiggés adja meg, mig a torzids
lengéseket (11) jellemzi. Ezek mindegyikében szerepet jatszik a tehetetlenségi nyomaték, tehat alkalmazasuknal a forgd
részek tehetetlenségi nyomatékat — ha éppen nem ezt keressiik — ismerni kell.

A kiilonboz6 forgo alkatrészekkel kapcesolatos méretezéskor sokféle ilyen kérdés meriil fel. Ekkor természetesen még
egyéb Osszefliggéseket is felhasznalnak, amelyekben a tehetetlenségi nyomaték szerepel. A gyakorlati feladatok ugyanis
a surlodas, a centripetalis erGhatés és a szilardsagtani szempontok figyelembevételét is megkivanjak. Az utobbiakkal
azonban itt nem foglalkozunk.

Ilyen teriilet még a test tehetetlenségi nyomatékidnak méretezése is. Igen fontos ugyanis az, hogy a tervezdk az
egyes forgo részek tehetetlenségi nyomatékat még az alkatrész elkésziilte el6tt méreteik alapjan meg tudjak hatarozni,
de ugyancsak fontos az is, hogy ezt majd az elkésziilt alkatrészen mérgkisérlettel ellenérizni tudjak.

Vilagitsuk meg mindezeket példakkal. Automatikusan mikods berendezésekben gyakran alkalmaznak szervomo-
torokat. Ezek fiirge mozgasa villamos motorok, amelyek forgasiranyukat és sebességiiket igen rovid id6 alatt meg kell,
hogy tudjak valtoztatni. Az elGirt szoggyorsulas csak olyan forgo résszel érhetd el, amelynek tehetetlenségi nyomatéka
(1) Osszefiiggés alapjan meghatarozhaté maximalis értéknél kisebb. A motorban elérhetd forgatonyomaték mellett ez
meghatarozott tehetetlenségi nyomaték-értéket jelent. Most vagy olyan forgatonyomatékot allitanak el6 (pl. megfelel
tekercseléssel), amely a geometriai méretek alapjan meghatarozott tehetetlenségi nyomatékhoz sziikséges, vagy a forgd
rész tomegeloszlasat alakitjak tgy, hogy a kivant szoggyorsulast a forgatonyomaték biztositani tudja. Az elsé esetben
a forgod rész tehetetlenségi nyomatékat a helyes forgatényomaték beéllitdsa miatt kell ismerni, masik esetben pedig
annak ellendrzésére, hogy elérhets-e rajta a tervezett szoggyorsulas.

Nézziink egy példat a forgd mozgast végzs test munkavégziképességének hasznositasaval kapcesolatban is. Lendits-
kerék méretezésnél a (10) Osszefiiggés alapjan allapithato meg a tehetetlenségi nyomaték azon minimaélis értéke, amely
elegend6 ahhoz, hogy a motor és a g6zgép a holtponton tdljusson, vagy a jatékautd a kivant tavolsadgon végigfus-
son. A megengedett maximalis geometriai méretek figyelembevételével ezutan (9) alapjan a megfelel§ tomegeloszlas
kialakithato, végiil pedig a tervek alapjan elkésziilt lenditGkerék tehetetlenségi nyomatékat még méréssel ellenérizni
kell.



Torziés rendszereknél ugyancsak ismerni kell a test tehetetlenségi nyomatékat. Gondoljunk itt példaként az érak
billeg6 kerekére. Természetesen ezeknél van sziikség a tehetetlenségi nyomaték értékének legpontosabb ismeretére.
Vizsgaljuk meg ezutan, milyen moédszerekkel hatarozhatoé meg a testek tehetetlenségi nyomatéka.

A tehetetlenségi nyomaték meghatarozasanak modszerei

A testek tehetetlenségi nyomatéka két kiilonb6z6 modon, geometriai vagy kisérleti tton hatarozhatd meg. Az els6
esetben a tehetetlenségi nyomatékot a test tengely koriili eloszlésa, ill. geometriai adatai alapjan a (9) definicios
Osszefiiggés alkalmazasaval hatarozzuk meg. Az utobbi esetben viszont a vizsgalt testtel olyan mérdkisérletet végziink,
amelyben a tehetetlenségi nyomatéknak szerepe van és az erre érvényes Osszefiiggésben a tobbi mennyiség konnyen
mérhetd. Az Osszefiiggésbdl I-t a mért adatok alapjan kiszamithatjuk.

Geometriai mddszer: A tehetetlenségi nyomaték pontonkénti jarulékainak Osszegezését a test alakjat és tOmegel-
oszlasat leiro fliggvény alapjan integralassal szamithatjuk ki. Ezt csak matematikailag jol leirhatd alakkal és tomeg-
eloszlassal rendelkezd testekre lehet alkalmazni, és altalaban az integral kiszamitasa sem konnyt feladat. Sok esetben
azonban az integralas megkeriilhets és az I érték — pusztan a tehetetlenségi nyomatékra érvényes altalanos osszefiig-
gések felhasznalasaval — elemi dton is meghatarozhaté. Ezek az Osszefliggések és a modszerre vonatkozo példak Bodd
Zalan mar emlitett cikkében megtalalhatok.

A tehetetlenségi nyomaték meghatarozasa azonban altalaban még ennél is egyszertbb feladat. A legegyszertibb
homogeén testek tehetetlenségi nyomatékat a silyponton atmené jellegzetesebb tengelyeikre vonatkozdlag ugyanis al-
talanosan kiszamitottak, és az eredményiil kapott Osszefiiggéseket tablazatba foglaltak. Ezek az 6sszefiiggések lehetévé
teszik, hogy a testek tomegének és néhany jellegzetes geometriai adatanak birtokdban a tehetetlenségi nyomatékot igen
egyszertien — képletszertien — kiszamithassuk, anélkiil, hogy az elébb emlitett bonyolult szamitasokat minden esetben
elvégeznénk.

A kovetkezkben megadjuk a négy legalapvet&bb ilyen Osszefiiggést, amelyekbdl a t6bbi egyszerd alak (téglalap,
rud, tarcsa stb.) esetére is konnyen nyerhetiink hasonlo képleteket. (Az Gsszefiiggések elemi modon valé meghatarozasa
néhany kivétellel Bodo Zalan emlitett cikkében megtaldlhato.) Mindegyik Osszefliggés egyenletes tomegeloszlasa, M
tomegl test stlyponton atmend tengelyére vonatkozik.
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Homogén M tomegt téglatest tehetetlenségi nyomatéka a silyponton dtmend és a c éllel parhuzamos tengelyre
vonatkozolag

(12) I.= iM(a2 +b?),
12
ahol a és b a tengelyre mer6leges élek hossza. Természetesen barmelyik éllel padrhuzamos tengelyre hasonl6 Gsszefiiggés
érvényes. (12) alapjan a homogén téglalap-, ill. palcaszertd idomok stulyponton adtmend barmelyik éllel parhuzamos
tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka is meghatarozhato, ha ebben a megfelel§ élhosszat nullanak vessziik.
Homogén M tomegi és R sugard egyenes korhenger tehetetlenségi nyomatéka stlyponton atmené alkotéval par-
huzamos forgastengelyre vonatkozoélag

1
(13) Iy = 5MR2,

és ugyanennek a tehetetlenségi nyomatéka a stulyponton atmend el6bbire meréleges tengelyre
(14) L= M 2Rz + L2
=\ 12" )"

ahol h a henger magassagat jelenti. Az utobbi Gsszefiiggésbdl a kortarcsa silyponton atmend tengelyére vonatkozd
tehetetlenségi nyomatékat is meghatarozhatjuk, ekkor ugyanis h = 0.
Végiil a homogén M tomegl R sugart gomb tehetetlenségi nyomatéka a silyponton atmend tengelyére vonatkozolag

2
(15) Ic = gMRz.

A felsorolt vagy ezekhez hasonld Osszefiiggések megfelels kombinédlasa révén részekre bontas utjan, ill. megfelels
tengelyathelyezéssel természetesen Gsszetettebb esetekben is célhoz jutunk. (9) szerint ugyanis azonos tengelyre nézve a



tehetetlenségi nyomaték egyszertien dsszegezhets skalaris mennyiség, tovabbé a Steiner-tétel alapjan (lasd Bodo Z., ill.
Keglevich L. emlitett cikkét) parhuzamos tengelyathelyezések is igen egyszertien elvégezhetSk. A Steiner-tétel szerint

(16) I =1, +ms?

vagyis az I sdlyponton atmend tengellyel parhuzamos tengelyre vett tehetetlenségi nyomatékot megkapjuk, ha a
silyponton dtmeng tengelyre vonatkozo I tehetetlenségi nyomatékhoz hozzaadjuk a test m tomegének és a két tengely
kozti s tavolsadg négyzetének szorzatat.

A tétel alkalmazasat egy példan mutatjuk be. Hatarozzuk meg a gomb egy érintGjére mint tengelyre vonatkozo
tehetetlenségi nyomatékat. Ez a Steiner-tétel szerint és (15) alapjan

2 7
(17) I = gMR2 + MR? = gMR2

lesz. A tételbdl mindenesetre az is latszik, hogy a stulyponton dtmend tengelyre vonatkozolag a test tehetetlenségi
nyomatéka a legkisebb.

A geometriai modszer feltételezi az egyenletes vagy matematikailag jol leirhatéd tomegeloszlast, az idealizalhato és
matematikailag konnyen leirhaté alakot, tovabbé lehetGséget a tomeg és geometriai adatok mérésére. Ez a gyakorlatban
nem mindig teljesiil. Bonyolultabb alaku és tomegeloszlasu testekre a geometriai modszer nem is alkalmazhaté. El6nye
viszont mégis az, hogy az I érték becslésére az alkatrész elkészitése el6tt mar a tervezésnél lehetSséget ad, mégpedig
a leggyakoribb esetekben igen egyszertien. Mérési pontossdga pedig gyakorlatilag csak a geometriai adatok mérési
pontossagatol fiigg. Ezek ugyanis egyrészt a képletben magasabb hatvanyon szerepelnek, masrészt a tomeg amuigy
is nagy pontossaggal mérhets, vagy ha azt a strtség alapjan hatarozzuk meg, a geometriai adatok a tomeghez is
sziikségesek. Ezért a geometriai adatokat mindig nagyszamu, a test kiilonboz6 helyzetében elvégzett mérésbsl kell
megéallapitani, hogy a test gorbiiletei és képlékenysége, tovabba a feliiletének érdessége altal okozott hibak a minimalisak
legyenek.

Kisérleti mddszer: A tehetetlenségi nyomaték meghatirozasanak masik atja a mérékisérlet. Ez lehetévé teszi bar-
milyen szabalytalan és inhomogén test tehetetlenségi nyomatékadnak meghatirozésat is, tovabba a geometriai dton
kiszamolt I érték ellenérzését, akkor is, ha a testrsl semmiféle adat nem all rendelkezésre. A moédszer azon alapul,
hogy a testtel mérskisérletet végziink, és a kisérlet soran nyert adatokbdl az ilyenkor érvényes Osszefiiggés segitségével
I-t kiszamitjuk. Ilyen mérésre alkalmas kisérlet a test tengely koriili gyorsitasa és torzios lengése.

A tehetetlenségi nyomaték meghatdrozdsa tengely korili gyorsitds alapjin: A tehetetlenségi nyomatékot a test
tengely koriili gyorsitasa esetében lényegében az (1) Osszefiiggéssel hatarozzuk meg. Ezért a mérends testet a szoban
forgd tengely mentén csapagyazzuk, és az ismert allandé forgatonyomaték hatésara rajta bekovetkezs szoggyorsuléast
mérjiik. Ismert allando forgatdényomatékot tgy allithatunk els, hogy az r sugara tengelyre fonalat csévéliink, és ezen
allando P huzoéerct fejtiink ki.
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A szoggyorsulds meghatarozasa allandd F' forgatonyomaték esetén id6mérésre vezethet$ vissza az egyenletesen
valtoz6 mozgasnal ismert

(18) a=—

Osszefiiggés alapjan (ebben s a letekeredett szl hosszat, a a keriileti gyorsulast és ¢ a gyorsitas idejét jelenti). Ilyen

modon a tehetetlenségi nyomaték értékére (1), (3) és (18) figyelembe vételével a kdvetkezst nyerjiik:
F P-r Pt3r2
1 I=—= hat I = .
(19) 3 ar tehat 5

Ezzel I meghatarozasat alapmennyiségek mérésére vezettiik vissza. Eredményiinkbdl lathatjuk, hogy e mddszernél a
test tehetetlenségi nyomatékanak meghatarozasahoz a huzoéerst, a letekeredett szal hosszat, a tengely sugarat és az
erGhatas idejét kell mérni. ElsGsorban az r és t értékek pontossagatol fiigg a mérés pontossiga, mivel az Osszefliggésben
négyzetesen szerepelnek. Ezeket tehat fokozott pontossaggal kell mérni. A modszer elénye, hogy magan a testen semmit
sem kell mérni, tetszéleges alaki és tomegeloszlasi lehet. A geometriai modszerhez képest azonban tobb adat mérését
igényli. Hatranyos tovabbé az is, hogy éppen a kdnnyen mérhets kisebb szoggyorsuléas esetében szamottevs a surlodas
hatésa és a gyorsito szerkezet esetleg egyiitt mozgo részei is modosithatjak a tényleges értékeket. Altalaban mindkettd,
de f6ként az utobbi koriilmény szamitassal elég jol kovethets. Az igy nyert modositott Osszefiiggések alapjan mérési
eredményeink most méar helyes értéket adnak.
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Nézziik meg példaul azt az esetet, amikor az ismert forgatonyomatékot a tengelyre csévélt fonal méasik végére
fiiggesztett sullyal allitjuk el§. Ekkor a mérés alatt a sily maga is gyorsulni fog és ez htzoerejét adllandéan csokkenti.
Ekkor is kdnnyen megkapjuk azonban az eredményt, ha az energiamegmaradas elvét alkalmazzuk. Eszerint a sily
helyzeti energia-vesztesége egyenls a suly és forgorész egyiittes mozgasi energiajaval:

mv?  Jw?

2 - 4=
(20) mgs = -+ 2,

ahol m a sily tomege, g a nehézségi gyorsulas, v a saly pillanatnyi sebessége és w a forgérész pillanatnyi szogsebessége.
Tudjuk, hogy az egyenletesen gyorsuldé mozgas esetében

(21) V=0,

tovabba — mivel a fonal nem nyulik — v = r - w, tehat az energia megmaradésat leir6 egyenlet ugy alakithato at:

- 2ms? 252
Ebbdl a forgo test tehetetlenségi nyomatéka
Gt*r?
(23) 1= 2; — mr?,

ha a huzoéerst G-vel jelsljiik. Latjuk, hogy az elsbbihez képest osszefiiggésiink a (—mr?) taggal béviilt. Ebben azonban
1j mérnival6 nincs, hiszen a sily G hizoéereje tomegét is meghatarozza. Ha a suly tomege kicsi a testéhez képest, a
(19) osszefiiggés tovabbra is jo kozelités marad. Hasonldan lehet a fonal iranyéat megvaltoztatd csigat, a strlodast stb.
is figyelembe venni. Ha még pontosabb I értékeket szeretnénk nyerni, mas modszert, a torzios lengések modszerét kell
alkalmaznunk.

A tehetetlenségi nyomaték meghatdrozdsa torzids lengések alapjdn: Az el6bbiekben (11) lattuk, hogy a tehetetlenségi
nyomaték a torzios lengéseknél is szerepet jatszik, meghatarozasa tehat ennek alapjan is lehetséges. Ez esetben a testet
torzios szélra erdsitjiik gy, hogy a szél irdnya és a test szoban forgo vonatkoztatasi tengelye egybeessék. Igy a rendszer
mint torzids inga lengéseket végezhet.

A lengés idejére érvényes (11) Osszefiiggésben azonban a mérés szempontjabol célszert a D*-t a torzios rugalmas-
sdggal kapcsolatos ismeretek alapjan, a szal G torziémoduluszaval, [ hosszaval és r sugaraval kifejezni, igy a
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24 T=2 —_—
(24) ™ Grix

szaladatokat tartalmazo lengésids képletet nyerjiik. (Lasd Keglevich Laszlo idézett cikkét.) Ebb6l pedig I-t kifejezve

4
Gt

(25) 1= =T

A tehetetlenségi nyomatékot meghatarozhatjuk tehat a T lengésidé mérésével, I, r és G ismeretében. Ilyen moédon
azonban az egész rendszer egyiittes tehetetlenségi nyomatékat kapjuk meg. Ez csak viszonylag nagy testek esetén
ad kielégité eredményt, mivel ekkor a szal és a felfiiggeszté rendszer tehetetlenségi nyomatéka a testéhez képest
elhanyagolhato.



A test I; tehetetlenségi nyomatéka természetesen a felfiiggeszts rész I tehetetlenségi nyomatékanak elhanyagolasa
nélkiil pontosan is meghatarozhaté. Ehhez azonban az ismeretlennel terhelt 77 lengésidd mérésén kiviil mérni kell az
tires inga Ty lengésidejét is. Az iires inga Ty lengésideje (24) szerint
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(26) Ta=2m\| aas

az ismeretlennel terhelt inga lengésideje pedig (9) figyelembe vételével

(Ui + Ih)
2 T =2 -
(27) ! T Grim
A két lengésidd négyzetének a kiilonbsége
472 . 2]
(28) T-Ti= i1

Ebbél I tehetetlenségi nyomaték értékét kifejezve megkapjuk a keresett

_Gri(1? - TR)

(29) I 8

Osszefiiggést. Ez most mar a mérendd test tényleges tehetetlenségi nyomatékat adja meg. (25) és (29) 6sszehasonlita-
sabol lathatjuk, hogy 77 hez képest kis Ty lengésideji inga esetén (25) jo kozelitést ad.

A tehetetlenségi nyomatékot szaladatok nélkiil is megallapithatjuk. A széladatok helyett azonban ekkor meg kell
hataroznunk egy ismert I3 tehetetlenségi nyomatéku test felfiiggesztése esetén az inga T5 lengésidejét. Az utobbi esetre
ugyanis szintén felirhato a (29)-hez hasonlé Gsszefiiggés:

Gr* (T3 — TE
(30) I, = M
8l

A kett6 hanyadosa pedig maéris szolgaltatja az 4j, csupan a lengésidéket és az ismert tehetetlenségi nyomatékot tar-
talmazo Osszefiiggést:

T2 — T2
(31) I =1,

TZ -T2
E modszer komoly elénye, hogy a szaladatok helyébe a nagy pontossaggal mérhets lengésidé értékek és megfelels testet
valasztva az igen pontosan meghatarozhat6 I tehetetlenségi nyomaték keriil.

Az Gsszefiiggeést tovabb egyszertsithetjiik, ha rogzitett tengellyel rendelkezs rendszereken végezziik a mérést. Gépek
forgorészeinek tehetetlenségi nyomatékat pl. ilyen médon mérik. A mérés soran az éra billegGjéhez hasonlé modon egy
nagy spirdlrugd segitségével a forgérészt lengésbe hozzdk és megmérik a lengésidét, majd I, ismert tehetetlenségi
nyomatéku test odaerdsitése utan a lengésidé mérését megismeétlik. A (31) Osszefiiggés ekkor a (26-31) gondolatmenet
megismétlésével igy egyszertisddik:

T2
32 I =lhrgtos.
. T
Ezen meérésnél iigyelni kell arra, hogy a rugd tomege a forgorészhez képest elhanyagolhaté legyen, mert kiilonben
hatéaséat a (31)-nél emlitett modon kiilon figyelembe kell venni.

/é
=

8. dbra



A torzids modszereket Osszefoglalva megéllapithatjuk, hogy ezeknél a mérend6 mennyiségek szama az elébbi mod-
szerekhez viszonyitva altalaban nagyobb. Ezek koziil a legnagyobb problémét a torziés szal r sugardnak mérése jelenti,
mivel az Osszefliggésben a negyedik hatvanyon szerepel és ugyanakkor még a legjobb szalkivitel esetén is a szal kiilon-
b6z6 pontjain az elérheté mérési pontossagnal joval nagyobb mértékben ingadozik. G meghatarozasa tobb mennyiség
mérésén alapulo elég komoly kiilon mérési feladat. (Lasd Keglevich L. emlitett cikkét.) E nehézségek azonban megke-
riilhetdk, mivel vannak olyan Gsszefiiggéseink (31) és (32), amelyekben széladatokra nincs sziikség. Ezekben ugyanis a
szaladatok meghatarozasat a lengésidé mérésre vezetjiikk vissza azaltal, hogy az ismeretlen tehetetlenségi nyomatékot
ismert tehetetlenségi nyomatékhoz viszonyitjuk.

A torzios modszerek elénye pedig éppen abban rejlik, hogy a tehetetlenségi nyomaték meghatarozasara jorészt az
egyszerten és igen pontosan mérhets lengésidé mérések alapjan ad lehetGséget. Ezzel kapcsolatban azonban nem lehet
eléggé hangsilyozni, hogy a tehetetlenségi nyomaték megallapitasdhoz valoban nagyon pontos lengésids értékekre van
sziikség. Ez kittinik abbol, hogy az Osszefiiggésekben a lengésid6k négyzetei szerepelnek és ezeknek is a kiilonbségét kell
képezni. A lengésidé azonban sok lengés alapjan igen nagy pontossaggal mérhets, és ezért a tehetetlenségi nyomaték
meérését a legnagyobb pontossaggal a torzids moédszerrel végezhetjiik el.



