1. Bevezetés

Képzeljitk magunkat az angol botanikus, Robert Brown (1827) helyébe, aki mikroszkopjaba tekintve allitolag elGszor
figyelt fel az oldatban lebegs apro festékszemcesék ide-oda cikizo mozgasara. Mint az élgvilagot tanulmanyozo tudostol
nem allhatott téle tavol az a gondolat, hogy valami kis mikroszkopikus él6lényektsl szarmazik ez az 6rokos mozgas,
aminek persze rogton ellentmondott a részecskék minden életmegnyilvanulast nélkiil6z6 anyagbol valé eredete.

Ma mar az ilyen és ehhez hasonl6 elképzeléseken csak nevetiink, de azért most is felmeriilhet a kétely: hogyan lehet
az, hogy ezek a részecskék a tapasztalat szerint mindig fellépd sturlodas ellenére 6rokos mozgasban vannak. Honnan
veszik ehhez az energiat? Talan valami belsé energiaforras pétolja a veszteségeket? Ez a feltevés még az el6zénél
is rosszabb, mert ezzel az energiamegmaradassal keriilnénk szembe, ugyanis minden Brown-részecskét az 6rokmozgd
egy-egy mintapéldanyanak tekinthetnénk.

Az ellentmondas eltiinik, ha elfogadjuk az anyag molekulér-kinetikus elméletét. Eszerint minden anyag igen apro,
kb. 107® cm atmérdjd, mikroszképon nem lathat6, allandéan rendszertelen mozgéasban levé molekulakbol all. Ezek
kozott per definitionem nem 1ép fel surlodas, hisz a makroszkopikus testek sirlédasakor hé formajaban elvont energia
éppen ezen molekuldk kinetikus energidjanak novelésére forditodik. Nézziik meg, hogyan magyarazhat6é a molekulér-
kinetikus elmélet alapjan a Brown-részecskék mozgasa.

Ha folyadékba vagy gézba makroszkopikus test meriil, a rendszertelen mozgasban levé molekuldk {itkdznek a test
feliiletén és ekozben er6t fejtenek ki a szilard testre. A molekulak iitkozése a test felilletén minden oldalrél teljesen
rendszerteleniil torténik. Ha a test linearis méretei elég nagyok, ugyhogy mar rovid id6 alatt is sok molekula titkozik a
test felilletén, akkor a molekuldk iitkozése folytan a kiilonboz6 iranyokbol nyert 16kések kompenzaljak egymaést, vagyis
a test nyugalomban marad.

Ha ellenben a kozegben elég kis méretii részecskék lebegnek (maximalis linearis méret kb. 1074 cm), pl. tust
cseppentiink a vizbe, akkor a kiilonb6z6 irdnyd 16kések mar nem fognak koézepelGdni, a részecske rendkiviil szapo-
ran fogja sebességének iranyat és abszolut értékét valtoztatni (méasodpercenként kb. 10'2-szer): Emiatt a részecske
tényleges mozgasat nyomon kovetni; és a mozgas iranyvaltozasainak helyét rogziteni lehetetlen. Szemiinkkel csak a
palya kivonatat tudjuk megfigyelni, és ami igy latszolag egyenes szakasz, a valésdgban szubmikroszkopikus cikcakkok
milliardjaibol tevédik Ossze. Ez azonban, mint azt késébb latni fogjuk, nem valtoztat a jelenség lényegén.

Ezek alapjan a Brown-mozgas roppant meggyéz6 érvet szolgaltat az atomelmélet mellett, de bizonyitd erejiivé
akkor valik, ha a kvalitativ meggondolasok mellett kvantitativ Osszefliggésekre is vezet. Az ezzel kapcsolatos sza-
mitasokat elGsszor Einsteinnek és Smoluchowskinak sikertilt 1906-ban elvégeznie. A kiévetkezGkben lényegében az &
gondolatmenetiiket kdvetve megmutatjuk, hogy a Brown-mozgas alapjan meghatarozhato az Avogadro-szam (a molnyi
mennyiségben levé molekuldk szdma), amivel azt is illusztralhatjuk, hogy azért a véletlennek is vannak toérvényei.

2. A ,)bolyongas” probléma

Nyilvanvald, hogy ezen a fokon a szamitast teljes altalanossdgban képtelenség nemcsak elvégezni, de még kévetni
is. Ezért a jelenség lényeges momentumait kiragadva probaljunk egy szemléletes modellt szerkeszteni.

A Brown-részecskék mozgasat az jellemzi, hogy a részecske az n-edik és az (n + 1)-edik iitkozés kozott egyenes
vonalu egyenletes mozgassal s, utat tesz meg. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy

a) csak egy egyenes mentén torténik ez az elmozdulds egyenls valoszintséggel jobbra vagy balra, vagyis korlato-
zodjunk egydimenzios mozgasra;

b) a ket iitkozeés kozott megtett s, utak hossza legyen azonos, egyeldre tekintsiik ezt hosszegységnek;

¢) a ket litkozeés kozott eltelt idS is legyen azonos (t4);

d) t = 0 id6pillanatban legyen a Brown-részecske az origoban.

Ezek utan kérdezhetjiik, hogy koriilbeliil milyen messzire lesz N iitkozés utan, azaz ¢ = Nty id6pillanatban a
részecske az orig6tol; vagy masképp: mi annak a valoszintsége, hogy t-kor pont m egységnyi tavolsagra lesz az origotol.
Ezt a problémat a valészintiségszamitasban a ,,bolyongds” probléméjanak szokis nevezni.

Mar tobbszor emlitettiik a titokzatos ,waldsziniség” szot, de eddig tartézkodtunk annak mélyrehatobb elemzésétsl.
Ez a fogalom a modern matematikdba teljes egzaktsédggal bevezethetd, s6t a valdszintiségi jelenségekkel foglalkozd
vizsgalatok a matematika egyik legrohamosabban fejlédé fejezetét alkotjak. De a valészintiségnek nemcsak ilyen elméleti
jelentGsége van, hanem centralis szerepet tolt be joforman az egész fizikiban. Ugyanis a fizikus szaméara egy adott
esemény bekovetkezésének valosziniisége ugyanolyan redlisan létezd fizikai mennyiség, mint példaul egy rid hossza,
csak éppen kissé nehezebben hozzaférhets jellemzGje a fizikai objektumoknak (bar éppen a véletlen ingadozasok és
egyéb pontatlansdgok miatt sokszor a preciz hosszisagmeérés sem jelent sokkal egyszeriibb feladatot, és a hiba, azaz a
statisztikus ingadozéas mértékének megadasa nélkiil nem is igazi mérés a méres).

A valészintiség fogalma a mindennapi élet tapasztalatain alapul. Hiszen minden cselekedetiinket a valosziniiség
széls6 eseteinek alapulvételével végezziik. Akkor megyiink at az utcan, amikor igen valosziniinek latszik, hogy nem
gézol el benniinket valamilyen jarmd, de mint a kozlekedési balesetek bizonyitjak, nem 100%-ig biztos, hogy baj nélkiil
juthatunk at a tuloldalra.



1. 1épés | 2. 1épés | 3. 1épés | Véghelyzet: m
1. + + + 3
2. + + - 1
3.1 + — + 1
4. + — — -1
5. — + + 1
6. — + — -1
7. — — + -1
8. — — — -3

A Brown-részecskék mozgasanak az egydimenzios bolyongasi problémara vald specializalasaval elértiik azt, hogy az
adott esetre vonatkozoan kielégits definiciot adjunk az egyes események bekovetkezésének valoszintiségére vonatkozoan.
Vizsgéljuk a részecske els6 N lépését; pl. N = 3 esetén a kovetkezs lehetséges ,palyak” adodnak: ( + a jobbra; — a balra
valo lépést jelenti.) Nyilvanvalo, hogy ha egyik lépéskombinacio sincs valami modon kitiintetve, akkor nagyon ésszeri
az a feltevés, hogy barmelyik kombinacié bekdvetkezésének valosziniisége azonos. Mivel a nyolc lehetséges eset koziil
az egyik biztos bekovetkezik, ezért az egyes esetek valoszintiségének Ssszege 1. Ha egy lépéskombinécié valészintisége p,
akkor az Gsszeg Mp = 1, vagyis p = 1/M (ahol M a lehetséges esetek szdma). Altaldnos esetben M = 2NV tehat annak
a valdszintisége, hogy az els6 N 1épés egy adott lépéskombinécié — amit a tovabbiakban elemi eseménynek fogunk
nevezni — szerint torténjék:

py =172V,

Mint az elnevezésbdl is gyanithatd, az elemi eseményeken kiviil lehetségesek Osszetett események is. Példéul az az
esemény, hogy 3 lépés megtétele utén a részecske a +1 koordinataju pontban legyen, a kovetkezd harom elemi esemény
barmelyikének megvalésulasa esetén kovetkezhet be:

+ 4 -
+ -+
-+ +

Ezért ennek valoszintisége: pn—3, m=1 = P14+ + D1+ +D_ 1+ = 3pn=3 = 3/2°. Ebbdl altalanos szabalyként azt sziir-
hetjiik le, hogy egy elemi eseményekbdl Gsszetett esemény bekovetkezésének valoszintsége egyenls az adott eseményre
vezet$ un. kedvezd esetek szama osztva a lehetséges esetek szaméaval (mert p = 1/M).

Ezzel a definicioval felvértezve most mar hozzafoghatunk annak a kiszamitasdhoz, hogy mennyi annak a valoszi-
ntisége, hogy N lépés utan a részecske éppen az m koordinatajd pontban tartézkodjék. Nyilvanvalo, hogy a lépések
sorrendje a végallapot szempontjabol teljesen kozombos. Ugyanis ha az N/2 lépés koziil &k tortént jobbra, akkor a
részecske koordinétaja:

m = k(+1) + (N — k)(—1) lesz, ebbdl k = (N +m)/2.

(N + m)/2 nyilvanvaléan egész szam, mert paratlan N esetén a véghelyzet, azaz m is csak pératlan lehet, ugyanis
minden egyes lépés utan akar el6re, akar hatra tortént, megvaltozik a helyzet parossaga. Vagyis ilyenkor m = 2[ esetén
a val6szintiség utan érdeklddni értelmetlen, illetve a trivialis felelet: Py ,—2; = 0. Paros IV esetén hasonl6 okbol m is
csak paros lehet.

A kedvezs esetek szama tehat megegyezik azon elemi események szamaval, amelyekben k = (N + m)/2 jobbra,
ill. (N —m)/2 balra lépés tortént. Ez pedig megegyezik azzal a kombinatorikai feladattal, hogy hanyféleképpen va-
laszthatd NV elem koziil k£ Ggy, hogy a kivalasztott elemek sorrendjétél eltekintiink, vagyis a kozonséges kombinatorikai
kombinéaciok szamaval, amely a matematikdban szokéisos jeloléssel:

N(N-1)...(N—k+1) NI (N)

O = 1-2- ...k TN -k \k

Ide £ = (N + m)/2-t behelyettesitve megkapjuk a kedvez6 események szamat, amely a lehetséges események
szamaval osztva megadja a keresett valdszintiséget:

N! 1

PNm = AN
N N+m\, (N-m), 2
s )\ "2 )

Tegyiik fel, hogy az origdba tett részecskével a kisérletet nagyon sokszor (K-szor) megismételjiik, akkor eredményiil
a (—N;+N) intervallumban elég sokszor megkapunk minden (megfelels parossagi) m értéket. Tegyiik fel, hogy m;—t
k;-szer kaptuk meg. Képezziik ezen megfigyelt értékek szamtani kozepét:

kimi + kamo + ksms + ...
K )

m =




ahol K, a mérések szédma egyenls az Osszes k;-k Osszegével. Mivel a k; / K értékek az m; bekovetkezésének valoszintsége,
p; koriil ingadoznak (ugyanis nyilvan minden m; érték k('jriilbeliil a valoszintiségének megfelels aranyban fordul els a

kisérletek kozott), ezért m, a mért szamtani kozép az ( Z pim; Gn. varhaté érték koriil fog ingadozni.
Hatarozzuk meg a bolyongéasi probléma varhato erteket

NI 1
<m>:; N+m\ (N—m) 2"
(5 ()

A szamitas egyszeriisitése végett vezessiik be az el6z6 k értéket, ekkor

m =2k — N,
1 1 al N
<m>:ZON’ 2 2]€ N ZONk N2k_ZON>k'2_N
k=0

A szumméakbol kiemelve a konstans faktorokat, az els6 szummaban elegendd k = 1-t6l Gsszegezni, mert k = 0 esetén
a megfelels tag 0:

1 & N
(m) = FZ CN>kk_2_NZ CN7k;.
k=0 k=0

Az els6 szumméba behelyettesitve C j értékét, egyszertsitve k-val, éppen Cn_1, ;—1-t kapjuk:

N (N—k+1
ZON’“ k_kZ: . 1)-2-(...-k L=

al N—l)-...~[N—1_(k_1)+1} N
:;N' Lok-... (k=1 :N;CN—l,k_l.

A binomialis egylitthatok Gsszege éppen egyenls (1 + 1)-nek a kérdéses hatvanyéval, a binomialis tétel szerint:

N
Z Oni =2,
k=0

igy a varhato értékre kapjuk:

1 N N Y
<m>:WN'];CN—Lk—1—2—N;ON,k:

_ 1 2N71 N
TN TN

=0.

E hosszadalmas szamitas elég trividlis eredményre vezetett, tudniillik azt mondja, kogy a részecske allanddan az origd
koriil fog ugrandozni. Persze ez nem jellemzi eléggé a mozgast, mert igy az origotol valo eltérés atlagos nagysagarol
nem kaptunk semmiféle tajékoztatast. Ennek oka abban keresendd, hogy az elmozdulasokat elGjelesen atlagoltuk. Ezen
a hiban segithetnénk ugy, hogy az eltavolodés abszolut értékének a varhato értékét hataroznank meg. Matematikailag
azonban sokkal kdnnyebben jarhat6 ut, ha az elmozdulas négyzetének varhatd értékét hatarozzuk meg, ami szintén
elharitja a fenti nehézséget

Definici6é szerint: Z pim

Az el6z6h6z hasonlo, csak par lépéssel hosszabb szamolas alapjan adodik:
(m?) = N.

Vagyis a részecske lényegében az origotol kb. v/(m2) = VN tavolsagra helyezkedik el a Jegnagyobb valészintiséggel”.
Visszatérve kozonséges hosszegységekre, ha egy 1épés hossza [; akkor az origétél vald eltavolodas négyzetének varhatd
értéke:
(x%) = (m?1%) = (m*)I? = N2
172
Az N iitkozés alatt eltelt id6: ¢ = Nty, ebbSl N = t/ty;, és bevezetve D = 3 jelolést: (x?) = 2Dt.
i

Ezt a formulat az a koriilmény teszi rendkiviil hasznéalhatova, hogy D értékére Einstein (itt nem k6z6lhets) elméleti

uton a kovetkezd kifejezést adta:
R T

D=——._-
L 3m-dy-n’



ahol L az Avogadro-szam; R = 8,31 - 107 erg/mol fok, az univerzalis gazéallando; dy a gombalakinak feltételezett
Brown-részecske atmérGje; n a kozeg belsd sarldédasi egyilitthatdja; T az abszolut hémérséklet.

Eddigi meggondolasaink csak az egydimenzios esetre vonatkoztak. Most térjiink at a haromdimenziés térben mozgd
részecskére. Tudjuk, hogy minden haromdimenziés elmozdulas Osszetehetd harom kivalasztott tengely irdnyaban tor-
tént elmozdulasbol. Ha olyan kisérleti koriilményeket valasztunk, hogy a térben nincs kitiintetett irdny, akkor az egyes
irAnyokba valé elmozdulésok azonos torvényszertiségeket kovetnek, vagyis mindharom iradnyra nézve az elmozdulasok
négyzetének varhato értéke:

(@?) = (y*) = (z*) = 2Dt.

Mivel az origdbol valé tényleges elmozdulas négyzete:

7“2:332+y2—|-z2,

ezért az eltavolodas négyzetének varhatod értéke:
(r?) = (@?) + (y*) + (2?) = 6Dt

vagyis lényegében ez is az egydimenziés mozgassal azonos térvényszertséget mutat. Ha a megfigyeléseket mikroszkép
alatt végezziik, akkor persze az egyik dimenzi6 kiesik, mert a z-irdnyd elmozdulast nem tudjuk meghatarozni, igy
(z?) = 0, tehat:

(r*) = 4Dt,

vagyis a részecske a ,legnagyobb valészintiséggel” az r = 2v/'Dt sugaru kor kozelében helyezkedik el. A mikroszkdp
éppen ennek az r-nek a megfigyelését teszi lehetévé. Nem kell mést csinalni, csak az origoba tenni egy részecskét ¢t = 0
idépillanatban és t = 7 id6 milva megnézni, hogy milyen messzire ment. Mivel azonban r valészintiségi valtozo, ezért
négyzetének varhato értékét csak nagyon sok mérés atlagolasa utan kaphatjuk meg.
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Mivel az tulsdgosan kényelmetlen lenne, hogy minden egyes méréshez a részecskét vigyiik az origbba, ezért ,,Moha-
med megy a hegyhez” alapon, minden 7 id§ eltelte utan képzeletben az origét vissziik a részecske tartézkodési helyére,
és a kovetkezd mérést innen kiindulva végezziik. Gyakorlatilag ez azt jelenti, hogy elég egyetlen részecskét nyomon
kovetni, és mondjuk masodpercenként egy felvételt csinalni a tartozkodési helyérsl. Ezen felvételeket Gsszesitve a két
kép kozti elmozdulas megadja r egy mért értékét. (A rajzon a tényleges palyat a folytonos vonal mutatja.) Az igy
kapott r; értékek négyzetét atlagolva megkapjuk (r?)-t, ill. egy ahhoz igen kozel es6 értéket.

Ebbél az el6zé képlet alapjan: ,
(r?)

T
amibdl az Einstein-képletben szerepls egyéb konstansok ismeretében meghatarozhatjuk az Avogadro-szamot:
R 4T

L=— . —— 7
%) Bwdym

A méréseket Perrin, francia fizikus elvégezte és tényleg jo egyezést talalt a mas uton levezetett kb. L = 6-10%3-mal.

3. A Brown-mozgas altalanositasa

Képzeljiik el, hogy a Brown-féle részecske méreteit egyre csokkentjiik. Mivel a fenti meggondolasokban a részecske
speciélis tulajdonségait sehol sem hasznaltuk fel, ezért azok érvényesek lesznek még akkor is, ha a szétdarabolasban
egészen a molekulakig jutunk el. Vagyis a gaz vagy a folyadék molekulai is Brown-mozgést végeznek! Itt aztan igazan
teljesiil az a feltétel, hogy egy adott idépillanatban a kiilonb6z6 oldalrél valo iitkézések nem kompenzaljdk egymast.



Persze ez a mozgas még a legjobb mikroszképpal is megfigyelhetetlen egyrészt a molekuldk roppant kis méretei,
méasrészt az igen nagy sebességek miatt. Ugyanis a molekulak atlagos sebessége tobb mint 100 m/sec.

Masik altalanositasi lehetGségként a kovetkezd mod kinalkozik. Eddig egyetlen kiszemelt Brown-részecske, ill. mo-
lekula mozgasara vonatkozo6 torvényszeriségeket tanulmanyoztunk. Most tekintsiink nagyon sok részecskét.

Vegyiink két gazzal toltott edényt, amelyeket kezdetben az z-tengelyre merélegesen az x = 0-nél egy fal valaszt el.
t = 0-kor tavolitsuk el a falat.

4
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Ekkor az 1-es gaz molekuléi, mint azt elébb emlitettiik, Brown-mozgast végeznek, és ekézben behatolnak a 2-es
gazba, ill. a 2-es molekulai az 1-esbe. Ez a kozismert jelenség a difftzid. Vagyis megéllapithatjuk, hogy a diffuzié
is a Brown-mozgas egy altalanositasa: a molekuldk elemi Brown-mozgasanak ered§je. Matematikai interpretacidja is
kénnyen adodik, ha atfogalmazzuk a Brown-mozgas alapkérdését. Eddig azt kérdeztiik, hogy egy kiszemelt részecske
milyen valészintiséggel jut el egy kijelolt tartomanyba, most pedig azt, hogy adott helyrsl indulé molekulédk hanyadrésze
jut el ¢ id6 alatt a vizsgalt tartomanyba. Magasabb matematikaval igazolhato, hogy a molekuldk Brown-mozgasanak
paramétereként adédé D nem mads, mint a kdzonséges diffuzids egyiitthato.

Vesztergombi Gyorgy



