A fizikai kolcsonhatasok gyakran kiegyenlit6dd jellegiiek: ha két vagy tobb test bizonyos tulajdonséagai (sebesség,
hémeérséklet) kiilonbozs értékiek, a kolcsonhatéas soran ezek kiegyenlitédnek, atlagolodnak. Masképpen fogalmazva
azt is mondhatjuk, hogy tobb részbdél allo rendszer egy bizonyos sajatsagat tekintve helyettesithetd eggyel. Ez utobbi
megfogalmazés altalanosabb is, mert sztatikus esetekre, amikor keveredés nem torténik, szintén alkalmazhato.

Az atlagérték-képzés probléméja mar a valtozd mozgas tanulmanyozasakor elSkeriilt. Az atlagsebességet igy defi-
nialtuk: a megtett it osztva a megtételéhez sziikséges idGvel. Az atlagsebesség az az egyenletes sebesség, amellyel a
mozgd test a meghatarozott ¢ id6 alatt ugyanakkora utat tesz meg, mint valtozé mozgasa soran. Tehét az atlagérték
képzésekor a valtozonak egy olyan értékét keressiik, amellyel az 6sszes el6forduld értéket helyettesitve valamely — a
szoban forgo értékektdl fliggé mennyiség értéke ugyanaz marad. n szamu valtozéd érték mellett az Gn. szdmtani atlag
az

r1+x2+...+x, =T N

Osszefiiggésbdl kaphato:
i=1

ahol a Z jel (szumma) Gsszegezést jelent.

Az z; értékek kozott lehet tobb egyenls is. Tegyiik fel, hogy z; k;-szer fordul el6 az 6sszegben. Ezeket sszevonva
a kovetkezG Gsszefiiggést kapjuk:

kg + koxo+ ...+ k@ =T (k1 + ke + ... + k),

aAZazZ

fgy
(1.2) T:Zkﬂ?z/zku

ahol Z k; = n. (Az 6sszegjel hatéarait csak akkor irjuk ki, ha sziikséges, egyébként értelemszeriien az Osszes Osszeg-

zendGre vonatkozik.) Igy jutunk el a stlyozott atlag fogalméahoz, megengedve, hogy a k; szamok tetszéleges pozitiv
értéket vegyenek fel. Az x; értékek kiilonbozs erdsséggel, sullyal szerepelnek az atlagban.

Az eddigiekben az atlagsebesség példajabol kiindulva azt feltételeztiik, hogy egy anyagi test valamilyen tulajdonsaga
vesz fel kiilonboz6 értékeket. Atlagképzés viszont akkor is lehetséges, ha tobb test valamely kozos tulajdonsaganak egy
megfigyelés soran felvett értékeirgl van szo. Ilyen esetekben a stulyozas mas jelentést is kaphat. Az atlagoléasra keriils
egyedek az atlagképzés szempontjabol kiilonbozs értékiek lehetnek.

Belathato, hogy a silyozott atlag az atlagolando sorozatban el6fordulé legnagyobb és legkisebb érték kozé esik:

(1.3) Tmin < T < Tmax-

Ennek bizonyitasat az olvaséra bizzuk.
A tovabbiakban vizsgaljuk meg, hol talalkozunk silyozott atlag képzésével a kozépiskolai fizika anyagban.

Rugalmatlan iitk6zés

Két test rugalmatlan iitkdzésekor a mozgismennyiség nem valtozik meg:
(m1 +m2) -0 =myv1 + mavz,

igy a koz0s sebesség:

(2 1) T = miv1 + Motz

m1—|—m2

Utkozés utan mozgasukat egyiitt folytatjak, sebességiik a megfelels tomegekkel stilyozva atlagolodik. Nyilvanvalo, hogy
az Osszefiiggés ketténél tobb test rugalmatlan iitkézése esetén is érvényes,

Fajsalymérés



Ismeretes a mar Archimedes altal megoldott probléma: a szirakuzai kirdly koronaja aranytartalméanak meghata-
rozasa. Az arany-eziist korona sulya levegében 20 egység, vizben 18,75 egység, kérdés: mennyi a korona szazalékos
aranytartalma. Az adatokbol a felhajtoers 1,25 egység. Jeloljiik az arany sulyat Gi-gyel, az eziistét Go-vel, ekkor

G =G +Gy
AZAZ
(Vi + Va)7 = Vim1 + Varye,

ahol 7 az Otvozet fajsulyat jelenti, ebbdl

Viyi + Vaye

3.1 ~ =
(3.1) ol T

Tehat a fajsuly atlagolodik a keveredés soran, de az egyes anyagok fajsilya a térfogattal stlyozva van.
A feladatban ismerjiik V; + V5 értékét igy, ¥ kiszamithatd. V = Vi + V5 = 1,25 térfogategység, hiszen a felhajtoerd
1,25 egység és a viz fajsulyat egységnyinek vessziik (1 p/ cmg). Igy

5 =G/V =20/1,25 egység = 16 p/cm”.
Vim+(V=Vi)ya  Vily1 —72) +Vy

2 ~ = =
(3.2) 2l v v
alapjan

Vi 79— .
3.3 2= = 62,5 térf. %
(3:3) Vim—m ’

Ez az Osszefiiggés az alkotorészek szézalékos eloszldsdnak meghatarozasdhoz mindig felhasznalhaté. Lathato, hogy
a fajsulyatlag dimenzioja csupan az altalunk valasztott egységtdl fiigg és fiiggetlen a suly és térfogat egységétsl. A
szazalék pedig viszonyszam, amely dimenzi6émentes.

Parhuzamos ergk Gsszegezése

Egy testre (gerendéara) hato erSk dsszegezése, az eredd erd, illetve az egyensulyhoz sziikséges elleners tamadaspont-
janak szamitasa is stlyozott atlagolasra vezet. Az egyenstly feltétele, hogy a testre hato ersk és forgatonyomatékok
Osszege nulla legyen:

> P+ (-P)=0,
k
AZAZL
(4.1) P=>"P;
k
ZPka + (—P)T =0,

k

tehat

(4.2) T = Zpkxk/zpk.
k k

4.2-bol lathato, hogy az egyensilyozo, illetve az eredd erd karja a testre hato erdk karjainak az erskkel silyozott
atlaga.

Tk

7 = ]
5 P

YR S

n

1. dbra

Konnyen belathatjuk azt is, hogy a forgatonyomatékok felirasakor tetsz6leges helyen vehetjiik fel a vonatkoztatasi
pontot, akar a testen kiviil is (1. dbra). Vegyiik fel a vonatkoztatasi pontot el6szor A-ban, majd B-ben. A megfelels
erGkarokat jeloljik z-szel, illetve y-nal. Az abrabol lathato, hogy

(43) Yk — Tk = AB = 1.



Felirva az atlagképzd egyenletet
(4.4) 7= P/ > P
k k

a 4.3 és 4.4 egyenletekbdl

ZPk(l + CL‘k) Z(Pk S+ Pk:Ek)

& &
(4.5) e ijPk

4.5-b6l kapjuk:

l . Zpk + ZPkIEk
k k

46 7= =147,
(4.6) ] 5D,
k

ami bizonyitja allitdsunkat, hogy az egyensilyozé eré tamadaspontja fliggetlen a vonatkoztatési pont felvételétsl.
Izotermikus gazok keveredése

Hasonléan atlagolodnak a kiilonb6z6 térfogatban elhelyezkedd, kiilonb6z6 nyomasi gazok nyomésértékei, ha allandé
hémeérsékletet tartva, az elvalasztofalakat kiemeljik.

(5.1) p= Zini/ZVi,

a kialakulo atlagnyomés az egyes nyomasoknak a megfelels térfogatokkal silyozott atlaga. Ezzel kapcsolatban még egy
érdekességet emlitiink meg. Egy n edénybdl allo rendszernél vizsgaljuk a k-adik edényt, és tagitsuk ki az Gsszes edény
térfogataval egyenls térfogatra. A Boyle-Mariotte torvény szerint a nyomas a

(5.2) szVi = PrVk

egyenletbdl kaphato. (A jobb megértés kedvéért két indexet hasznalunk, de ¢ és k egyarant 1-t6l n-ig fut.) 5.2-b6l

(5.3) P =peVe/ Y Vi

Ha ezt az eljarast minden edényre elvégezziik és Osszegezziik a pj-ket (most természetesen a k index szerint), akkor
(5.4) ook =D mV/ D> Vi) =D Vi) D> Vi
k k i k i

A kifejezés jobboldala egyenls az 5.1 egyenlet jobboldalaval. (Ne zavarjon az indexek kiilonbozsége: k helyébe ismét
visszairhatjuk az i-t.) 5.1-5.4-b6l adodik

(5.6) =i
k

az atlagnyomaés az tigynevezett parciilis nyomésok Gsszege.
Kalorimetria

Veégiil vizsgaljuk meg részletesebben a kalorimetrias jelenségeket. Két vagy tobb test kozotti hékicserélédés esetén
alapfeltételiink, hogy hémennyiség a rendszerbdl nem tavozik el, és nem jut a rendszerbe. Két anyag keveredésekor az
egyik altal leadott hét a mésik felveszi:

(61) clml(tl - t) = szz(t — tg),
innen
(6 2) f—= clmltl + CQmQtQ

c1my + coma

Lathato, hogy a hémeérséklet az egyes hémérsékleteknek a megfelel§ c;m; értékekkel sulyozott atlaga. Ez érthetd is,
mert ¢;m; az i-edik tomeg hékapacitasa. Tehat azokban az esetekben, ha dtalakulasi pontokon (olvadés, parolgas, stb.)
nem megyiink keresztiil,



Az atalakulasi pontokon athalado folyamatok esetében nehezebb a kozos hémérséklet meghatarozasa. Egy anyag
kiilonboz6 halmazallapotai esetében mégis talalhatunk egy érdekes felirasi moédot.

Vezessiik be az illet§ anyagra a ¢t hémérsékleti skala helyett a kovetkezd ¢ hgskalat, amelyet a kovetkezSképpen
definidlunk: ¢ = c-t szerint valtozik az atalakulasi pontokon kiviil, az egyes halmazallapotok k6zott pedig az atalakulasi
hének megfelels szamértéki g egység helyezkedik el. A jég-viz atalakulasi pont kornyékén a ¢ = f(t) fliggvény alakjat
a 2. dbra mutatja: k; és ko allandok értékét a g skila nullpontjanak tetszGleges megvalasztasaval adhatjuk meg.
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Egy szampéldan konnyebben megérthetjiik ezt. Keverjiink ossze 2 kg —30 C°-os jeget és 1 kg 50 C°-os vizet. Mi
lesz beldle ?

Eddigi modszeriink szerint a vizet lehttottiik —30 C°-os jégé, és az igy felszabadult hdmennyiséggel gazdalkodtunk
az egész mennyiségre vonatkozoan. 1 kg 50 C°-os viz lehitésekor Q = (1-1-50+1-80+0,5-1-30) kcal = (50 + 80 +
15) kcal = 145 kecal hé szabadul fel, és van 3 kg — 30 C°-o0s jegiink. Ha ezt a mennyiséget felmelegitjiik 0 C°-ra, akkor
Q1 = (0,5-3-30) kcal = 45 kcal hasznalodik fel. Marad még 100 kcal. A maradékbol M kg atalakul 0 C°-os vizzé.
100 kcal = 80 - M kcal és igy M = 5/4 kg = 1,25 kg viz.
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Tegyiik 4t most a két tomeget a g skila megfelel6 pontjaira; legyen a jég a ¢ = 0 helyen. A ¢ skila most a 3. abran
lathato. Tehat ¢ = 0-nal van 2 kg tomeg, ¢ = 145-nél 1 kg tomeg. Atlagolunk ¢-ra, silyként a tomegeket valasztva:

(6.4) 7= miqi/ Y mi=(2-0+1-145)/3 = 145/3 = 48 33.

Mit is tettiink ezzel tulajdonképpen? A hémérséklet atlagolasa helyett az egységnyi tomegek hétartalmat atlagoltuk
a tomegekkel stulyozva. Matematikailag pedig a Q = f(t) hétartalom — hémérséklet Gsszefiiggés helyett, amelynek az
atalakulasi pontokon ugrasa van, a Q = f(q) folytonos fiiggvényt vezettiik be.

A 6.4 érték az atalakulasi tartoményban van. Képezziik a kovetkezs hanyadost:

(6.5) R=-179% _ (4833 15)/(95 — 15) = 33,33/80 = 1,25/3,
qo2 — qo1

R a vizzé alakult tomeg és az Osszes tomeg hanyadosa:
(6.6) R = myi, /M. (4. abra)

A g pont ugyanis az atalakulasi szakaszt a kétféle halmazallapot ardanyaban osztja fel (a megfelel szakaszok az abrabol
lathatoan forditva helyezkednek el). Ha g egy halmazallapotnak megfeleld szakaszra keriil, akkor nem jelent nehézséget
a megfelel6 k6z6s hémérséklet megadéasa.
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Kiilonbo6z6 anyagok esetén, ha a folyamat soran halmazallapot-valtozas is torténik, az atlagoldskor nem hasznél-
hatjuk ezt a modszert. Hémérséklet-kiegyenlitGdésnél még egy érdekes esetre hivjuk fel a figyelmet. Archimedes korona
feladatanal az arany kiszadmitasahoz sziikséges masodik egyenletet a felhajtoeré—térfogat osszefiiggésbdl kapjuk. Eléfor-
dulhat azonban az is, hogy az 6tvozet-arany megallapitasdhoz sziikséges adatokat (a tomegmérésen kiviil) kalorimetrias
Gton szerezziik meg.

Legyen egy két anyagbol all6 6tvozet tomege M, h6mérséklete t1. Dobjuk az 6tvozetet mg témegi, to hdmérsékletd
folyadékba. A kozos homérseklet t. Ismerjiik még a két anyag strtiségét (dq, dq), fajhsjét (c1, c2) és a hitsfolyadék
fajhdjet (co). Feladat: a tomegaranyok és a kozos stirtiség meghatarozasa.

A kalorimetrias adatokbol:

(67) EM(tl - t) = Como(t — to),
ahol ¢-sal az 6tvozet fajhGjét jeloljik.

Commyo (t — to)

(6.8) c= Mt =1

Hogyan jott létre ez a k6zos fajhd? Nyilvan Osszefiiggésben van az 6tvozetet alkotd anyagok hékapacitasaval. Ezeket
szétvalasztva a

(69) cM = cimq + cams

egyenletet irhatjuk fel, ahol M = m; 4+ mo, altalanos esetben

Lathatjuk, hogy az 6tvozet fajhdje az 6sszetevsk fajhSinek a megfeleld tomegekkel silyozott atlaga. Most ismét az a
helyzet, hogy Z m; = M Osszeget ismerjiik. 6.10 Osszefiiggésben ezt felhasznélva kapjuk, hogy

cimy + C2(M — ml)
M

Cc =

= (Cl - 62)% + co.

Rendezve

E—CQ mia
6.11 — = —.
( ) C1 — C2 M

A baloldalon ismert értékek, a jobboldalon az els6 Osszetevs tomegének az egész tomeghez viszonyitott értéke all. Az
atlagstiriiséget 3.1-hez hasonléan kapjuk:

(6.12) d=> Vidi/ Y Vi
Most a tomegeket ismerjiik (béar a térfogatokat is ki tudjuk szamitani), ezért
5 mg mi m;
dzzd—zdz/zd—l :ZmZ/Zd_l
A reciprok értéket véve
_ X :
(6.13) 1/d = 2=—""

Tehat a stirtiség reciprok értékei dtlagolodnak, ha a térfogat helyett a tomeggel silyozunk. Ez azonban méar egy masfajta
atlagképzés problémaihoz tartozik.



