A dinamikai példak megoldasaroél

A mechanikai feladatok kozott strtn fordulnak el6 a dinamikai (statikai és kinetikai) példak. Ezeket —a Kozépiskolai
Matematikai Lapok-hoz beérkezd dolgozatok tantsaga szerint sokszor nem a legcélszertibb médon szoktak megoldani.
Sokan a megoldasnak azt a médjat valasztjak, hogy egy erre az esetre alkalmazhaté 6tletes gondolatmenetet felhasznal-
va viszonylag kevés ,irassal” roviden oldjak meg a feladatot. A modszer hatranya, hogy csak az egyszertibb feladatokra
alkalmazhaté. Az altalunk ajanlott modszerrel tetsz6legesen nehéz feladat megoldhaté néhany alaposszefiiggés gépi-
es alkalmazasaval, és az esetleg felmeriil6 nehézségek csak matematikai természetiiek lehetnek. A modszert példakon
fogjuk bemutatni. Az els6 csoportba tartoznak a statikai feladatok: merev testek megadott rendszerében keressiik a
testek kozott haté erket. Természetesen a rendszer paraméteresen is megadhatd, és a paraméter bizonyos értékeit
keressiik (ilyen lesz az els6 példa).

1. példa. Surloddismentes talajon vizszintes helyzetd hengert rogzitink. Milyen maximdlis « szdget zarhat be az elég
hosszi, nyugalomban levd deszka, ha a henger és a deszka kézotti surldddsi egyitthatd p (1. az 1. abrdt)? Szdamitsuk ki
a reakciderdket is!

Megoldas. Legyen a deszka hossza [, silya hosszegységenként v, a henger sugara r. A deszka nyugalomban van,
tehét a ra hato erck eredGje nulla. Két helyen hat a deszkara reakciders: az A és a B pontban. Az A pontban sirlédas
nélkiil érintkezik a talaj és a deszka vége, vagyis a koztiik levs kolcsonhatas csak a talajra meréleges lehet. A deszkara
itt a Py er6 hat. A B pontban nem ismerjiik a kdlcsonhatas irdanyat, ezért két egymasra merdleges Py és P komponensét
tekintjiik ismeretlennek. A deszkira hat még a stulypontjaban az [ - v nagysagu sulyerd.

Azt, hogy ezen erdk eredgje nulla, csak vektoregyenlettel lehetne felirni, ehelyett inkabb azt irjuk fel, hogy az erck
vizszintes és fiiggdleges komponenseinek eredGje kiillon—kiilon nulla:

Ph+P—1-v=0; P3=0.

Ez két egyenlet, de harom ismeretlen van: Py, P> és P3. A hidnyzo egyenlet felirdsanal azt hasznaljuk fel, hogy
a deszkira hato erck forgatonyomatékainak osszege barmely pontra nulla. A legegyszertibb esetet keressiik meg: az

egyenletet a B pontra irjuk fel, ugyanis erre a pontra a P, és P; erdk nyomatéka nulla (AB = r - ctg% és BC =

r- ctg% —1/2, az erdk karja AB - cosa és BC-cosa>:

l-v (r-ctgg — %) -cosa— Py -r cosactg% =0.
Az o paraméter, egyel6re ismertnek tekintjiik. Tehat megkaptuk a haromismeretlenes egyenletrendszert, melynek
megoldésa: ,

P _l-7<1—%ctgg>; P = Z2—Z~ctg%; P; =0.

A surlodas részletesebb megvizsgalasdhoz szamitsuk ki a P, erének az érintkezé feliiletre mergleges és azokkal
parhuzamos Py és Ps komponensét: Py = Ps - cosa és Ps = Py - sina. Ha Ps = uPy, vagyis u = Ps/Pn = tgay,
akkor éppen maximélis szégben hajlik a deszka, hiszen ha o > «q, akkor Ps > uPy, ami lehetetlen — a deszka lejjebb
csuszik, viszont ha a a £ ag, akkor Ps < uPy — a deszka nyugalomban marad.

A megoldés soran kihasznaltuk azt, hogy a C pont, a deszka stulypontja az A és a B pont kozott van, vagyis a
deszka nem til hosszi. Ha ez nem teljesiil, akkor a maximalis szoget akkor kapjuk, ha a C pont egybeesik a B ponttal,
ugyanis ha a B masik oldalara keriil, akkor a deszka &atbillen. Ha B és C' egybeesik, akkor P, =0, P, =1-v, P3 =0
és tg% = 2r/l teljesiil a maximalis szogre.

A megoldas menete tehat a kovetkezs: Az abran felrajzoljuk azokat az erdket, amelyek a testekre hatnak (tehat
nem az ellenerejiiket). Ezutan felirjuk mindegyik testre, hogy a rajuk hato vizszintes és fliggtleges erck ereddje nulla.
Felirjuk minden egyes testre — tetszéleges pontra — a forgatényomatékok egyensulyat. Igy annyi egyenletet kapunk,
ahany ismeretlen van. (Ha kevesebbet kapnank, akkor ez azt jelenti, hogy a feladat statikailag hatarozatlan.) A kapott
egyenletrendszert megoldva nyerjiik a keresett eréket, és ezzel a feladatot 1ényegében megoldottuk.

Kovessiik végig egy mésik példa megoldasan ezt a modszert!



2. dbra

2. példa. A 2. dbrdn ldithato elrendezésben a G siulyi deszka surloddsmentesen van megtamasztva két helyen, a
felsd végén a lecsiuszds ellen kitéllel van régzitve, és az also részére tamaszkodo Q sulyu és r sugari hengerre csavart
fondl fiiggdlegesen halad felfelé. A henger és a deszka kézotti surloddsi egyiitthatd elég nagy ahhoz, hogy csuszds ne
kovetkezzen be. Szdmitsuk ki a kiotélerdket és a két tdmaszndl levd reakcicerdt!

Megoldas. Rajzoljuk fel a deszkara hato erdket: a kotél htizza Py er6vel, az els6 és a masodik tamasz P, és Ps erGvel
nyomja a feliiletre merélegesen (surlodas nincs), a salyerd fiiggslegesen hat a stlypontban. A henger hatasédnak iranyat
nem ismerjik, ezért a P, és Ps komponenseit rajzoljuk fel. A hengerre hato er6k: a deszka hatésa éppen ellentétes a
hengernek a deszkara gyakorolt hatasaval (— Py és —Ps), a sulyer6 fligg6legesen hat és a Py erd kotéliranyu.

Irjuk fel a deszkara hato erék vizszintes és fiigg6leges komponenseinek Osszeget:

P;-cosa+ P, -sina— Pysina+ P, =0
—P-sina+ Py -cosa— P3-cosa+ G+ P; =0.

Hasonloképpen a hengerre is felirjuk az erck egyensulyéat:
—Ps+Q—-FP;=0;, —P;=0.
Tovabba felirjuk azt, hogy a deszkara hato erék forgatényomatékainak 6sszege az A pontra nulla:
—a-Po+b-P3—c-G-cosa=0.
Szintén az A pontra felirjuk a hengerre hat6 erék nyomatékainak 6sszégét:
Q- r-sina— Fs-r(l+sina) =0.

Igy mar megoldhat6 az egyenletrendszer. A megoldas a kovetkezs:

sina ) cosaw  G(l+sina)(b—-c)+bQ
P=—|G(1 . Py = . )
! 1+sinoz[ (L+sina)+Qf; Py 1+sina a—1b ’
Py = cosg 'G(1—|—sino¢)(a—c)+a~Q; Py =0
1+ sino a—b
1 sin o
P=Q —: p=-%
5=0 I+sina’ ° I+sina

A deszka és a henger kozotti kolecsonhatas Py = 0 miatt fiiggsleges irdnyua és Ps nagysagu. Ezzel a feladatot
megoldottuk — a latszolag bonyolult példa megoldasa soran semmilyen nehézség nem lépett fel.

A dinamikai feladatok masik csoportjaba a kinetikai példak tartoznak. Ezeknél néhany merev test vagy témegpont,
a koztiik levé kényszerek (kotél, lejts stb.) és a rajuk hatod erck (gravitacios, surlodasi ersk sth.) adottak. Feladat a
magara hagyott rendszer mozgasanak leirasa (altalaban elég a magéra hagyott rendszer gyorsulasat kiszamitani).

3. példa. M témegi, 2l hosszusdgi hasdib kézepén m tomegi golyo nyugszik. A nulla idépillanattdl kezdve t ideig
a hasdbra dllandé P hizderd hat. Ekkor az eréhatds megszinik. Az alaplap és a hasdb kézdtti siurlédds elhanyagolhato.
A golyé és a hasdb kézdtti csiszo surlodds biztositja, hogy a golyd meg ne csisszék, hanem gordiljon. Mekkora T idé
maulva esik le a hasabrol? (Mikor éri el a golyo a hasdb szélét?) A golyo gordild ellendlldsa elhanyagolhato.

(Az 1963. évi kozépiskolai fizikai tanulmanyi verseny II. forduldjanak 3. feladata. Megoldassal egyiitt megjelent a
Kozépiskolai Matematikai Lapok 1963. évi 7. szamaban a 86. oldalon.)



Megoldas. Azt mindjart latjuk, hogy a példa lényegileg megoldottnak tekinthets, ha az egyes gyorsulasokat és a
goly6 szoggyorsuldsat kiszamitjuk. Ennek érdekében irjuk fel mindkét testre a mozgasegyenletet! A hasab gyorsulasa
legyen A, a golyoé a — kiilsé koordinatarendszerbdl nézve. A goly6 szoggyorsuldsa legyen (3, valamint a golyd és a
hasab kozotti kolesonhatéas legyen K nagysagu erS. A hasabra hato erck éppen a gyorsitéerst adjak. Hat ra a P erd
és a goly6 —K hatasa: MA=P - K.

A golyora csak a K erd hat: m-a = K.
Most felirjuk a goly¢ forgésanak egyenletét: a ra hatéd forgatonyomatékok dsszege egyenls a tehetetlenségi nyomaték

2

2
és a szoggyorsulas szorzataval: @ - § = K - r, ahol © = £ a golyo tehetetlenségi nyomatéka és r a golyd sugara.

Ez eddig harom egyenlet, és az ismeretlenek szama négy. A negyedik egyenletet a kényszerfeltétel adja meg (tehat az,
hogy a goly6 nem cstszhat a hasabon). Amig a golyd x utat tesz meg és « szoggel elfordul, addig a hasab X utat tesz

1 1 1
meg, vagyis a - r +x = X. Azonban a = Eﬂ 2= 3@ t? 65 X = §A .12, tehat a negyedik egyenlet: fr + a = A.

Az egyenletrendszer megoldasa:

azi; A:72 N /8:72
M 7+m
2 M

Ezen adatok ismeretében a kérdésre mar konnyen valaszolhatunk.

A megoldas menete tehat a kovetkezd: Minden gyorsuld mozgést végzs testre felirjuk az m - a = X' P mozgas-
egyenletet és minden forgd mozgast végzo testre a ©F = XM mozgasegyenletet. (M itt forgatonyomatékot jelol!): Az
egyenletrendszer tobbi egyenletét a kényszerfeltételek megadasaval kapjuk meg.

Kissé bonyolultabb a helyzet akkor, ha a sturlédast nem hanyagolhatjuk el. Ha cstsz6 sturlédas van, akkor azt tudjuk,
hogy a mozgas sebességével ellentétes irdnyu surlédési er6 pN, ahol p a surlodasi egyiitthato és N a feliileteket
Osszenyomd erG. Ilyen feladatok esetén figyelembe kell venni a kezdeti feltételeket is, ugyanis a gyorsulas fiigg a
sebesség iranyatol. (Példaul valamely lassuld mozgasnal a sarlodasi erd a gyorsulas szamértékét noveli, a megallas
utan, amikor a test mar visszafelé mozog, a surlodasi erg iranyt valtoztat és a gyorsulas szamértékét csokkenti.) Ha
tapado sdrloédas van, akkor a surlodasi erének nem ismerjiik a nagysagat, csak azt tudjuk rola, hogy kisebb, mint uN.
Ekkor azonban fel tudunk irni egy kényszeregyenletet a feliiletek tapadasara (a 3. példaban ez el6fordult). Ha olyan
példat kapunk, amelyben sirlédés is szerepel, rendszerint azzal a feltevéssel oldjuk meg, hogy kezdetben a rendszer
nyugalomban volt. Ekkor elGszor, hogy a surlodasi erck iranyat megtudjuk, meghatéarozzuk a sebességek iranyat (a
sebesség irdanyaval mindig ellentétes iranyu a strlodasi erd). Ez ugy torténik, hogy a surlédas elhanyagolasaval felirjuk
a mozgasegyenleteket és a kényszeregyenleteket, és megoldjuk azokat. Ha a strlédas mar nem elhanyagolhaté, akkor
legfeljebb csokken a mozgas gyorsulasa, illetve sebessége, de az irdnyukon ez nem valtoztathat. Miutan ismerjik a
strlodési erd irdanyat (és nagysagat is), felirjuk a végleges egyenletrendszert. Ha ennek megoldasa az el6z6 gyorsulassal
ellentétes iranyd gyorsulast ad meg, akkor a helyes megoldéds az, hogy a nagy surlédas miatt a test nem indul meg.
(Ha a surlodasi egyiitthatot noveljiik, a lejton lecsiszo test nem indul el f6lfelé, legfeljebb megall.)

Nézziik meg egy olyan példa megoldasat, amelyben csiszo surlodas szerepel!

4. dbra

4. példa. A 4. dbrdn ldthatd ésszedllitdsban a siurldddsi egytitthaté p = 0,1, m1 = 10 kg, mo = 15 kg, a = 30°,
B = 45°, a kétél idedlis, igen jol csiszik a csigin. Szamitsuk ki a K kotélerét és a gyorsuldst!

Megoldas. Vegyliik fel a gyorsulés iranyat a nyil szerint. A mozgasegyenletek a sirlodas figyelmen kiviil hagyéasaval:

mia = K —mqgsina,

maea = —K + magsin (.



Az egyenletrendszer igy megoldhatd, ugyanis a kényszerfeltételt akkor vettiik figyelembe, amikor észrevettiik, hogy
. 3 3 3 mgsin f — my sina 212—-1 m . L
mindkét test gyorsulasa a. A megoldas: a = ¢ - ~ 9,81 - ——— —— > 0, vagyis a pozitiv irdnyt

my + mo 5 sec?
helyesen vélasztottuk meg. Ezutan mar felirhatjuk a mozgasegyenleteket a sturlodas figyelembevételével:

mia =K —mjgsina — umjgcosa,

meoa = —K + magsin 8 — pumeg cos B.

A megoldés: a = 12,7 cm/sec_2, vagyis pozitiv érték. Ha a surlodasi egyiitthato pl. 0,5 lenne, akkor a gyorsulasra mar
negativ értéket kapnank, a két test nem mozdulna meg.
A kovetkezo feladatban tapadéasi surlodas szerepel.

5. példa. « hajldsszogi lejtén m tomegd €s r sugarid homogén korong gurul le. A surldddsi egyiutthato p. Mennyi
lesz a korong gyorsuldsa?

\ B

N
mgsinog \

mgoose

5. dbra

Megoldas. A korongra az mgsin « és az S surlodasi er6 hat. Az mg cos « és a lejt§ kényszerereje éppen kiegyenlitik
egymast. A mozgasegyenletek:

m-a=m-gsina— S,
Op=>=5-r.

A kényszerfeltétel a tapadas: 8- r = a.
Az egyenletrendszer megoldasa:
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a= §g~sina;

S = -—mgsinq;
3mg mna;

2 sina
5—59 r

Ez azonban csak akkor igaz, ha S < p-mgcosa. Az S > pumg cos o mar nem allhat fenn, ekkor S = p - mg cos
és a korong csuszni fog. A mozgéasegyenletek:

m-a=m-g-sina— umgcosa,

O-B=p-mg-r-cosa.

A kényszerfeltételt nem irjuk fel, mert megsziint a tapadas. Az eredmény:

COos «x

a=g(sina— pcosa); B =2ug .
r
Major Janos

(A szerz6 koszonetet mond Gadl Istvdn tud. kutatonak, aki az itt ismertetett eljaras lényeges gondolatait az Ifjusdgi
Fizikai Kor iilésein tobb elGadéasban kifejtette.)



