1. feladat. A Gellérthegyen egy megfigyeld dll. Szeme abban a sikban van, amelyet az Erzsébet-hid két kapuzatinak
déli szélei hatdroznak meg. Az eqyik kapuzat déli szélének fiiggdleges €lét (az uttesttdl a legmagasabb pontig) o sz0g alatt
latja, a mdsik kapuzatdt pedig B szog alatt. Milyen magasan dll a megfigyeld a kapuzatok talppontjin dtmend vizszintes
stk folott, ha a két kapuzat tdvolsiga d méter és a figyelembe vett magassiguk m méter? (d = 290 m, m = 40 m,
a=114° 6=4,7°)

I. megoldas. Legyen a keresett magasségﬂ h, a megfigyel6 szemének merdleges vetiilete a feladatban szerepld
sikon legyen u tavolsagra a budai kapuzattol — jeldljiik ennek 1at6szogét a-val — és az ennek alsé végpontjdhoz vezets
latosugar zarjon be ¢ szoget a fiiggdleges irannyal. Ekkor
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Ebbdl u-ra és h-ra a kovetkezs egyenlet adodik:
uh —u?tga = uh + h2tgo — um — himtg o,

vagy rendezve és cotg a-val szorozva
u? 4+ h? —um cotg o — hm = 0.

A pesti kapuzatra vonatkozdan ugyanilyen egyenlet adodik, csak a és u helyébe 5 és u + d 1ép:
(u+d)? +h* — (u+d)m cotg B —hm = 0.

A két egyenlet kiilonbségét képezve meghatarozhatod u és ezt ismerve az els6 egyenletbdl a keresett h magassag, mint
az egyenlet pozitiv gyoke:

(u+d)* —u® — [u(cotg B — cotg a) + d cotg B] m =
= u[2d — m (cotg B — cotg )] — d (m cotg B — d) =0,
w d (m cotg B — d)
2d — m (cotg 8 — cotg a)’

m m2
th—i— T—i—umcotga—u?.

Adataink koziil csak a nagyobbik szog lehet a budai és a kisebb a pesti kapuzat latdszoge, mert megceserélve a
szogeket m-cotg 11,4° < 40-5 = 200 folytan u-ra negativ értéket kapnank. A szamitésokat 4 jegyt fiiggvénytablazattal
végezve

m cotg 8 = 1964, m (cotg § — cotg o) = 288,
2d — m (cotg B — cotg o) = 292,
lgu = 2,2902, wum cotg a = 38700,
(m/2)? = 400, u? = 38050,
h =20+ v1050 = 52,4 ~ 52 m.

(Mivel az adatok egy része csak 2 értékes jegyig ismert, az eredmeénynek is legfeljebb két jegye elfogadhato.)

LAz abran h bejegyzése potlando.



II. megoldas. A megfigyel6 P nézpontja egyrészt rajta van azon a latdszogkoriven, amelyrdl a kozelebbi kapuzat
« sz0g alatt latszik, méasrészt azon is, amelyikr6l a téavolabbi 5 szog alatt latszik. Legyen a korok kozéppontja Oq,
O3, tavolsdguk a megfelels kapuzattol ¢y, ill. to, sugaruk 71, ill ro, P tavolsaga az 0102 egyenestdl [; ekkor a keresett
magassig m/2 + . l-et mint az OO0 P haromsz6g magassagat hatarozzuk meg. Az oldalak kiszamithatok: O1 P = rq,
O3 P =1y, és 0102 = t1 +d—to; jeloljiik az utobbit t-vel. A kézépponti és keriileti szogek kozti 6sszefiiggésbol adodik,
hogy 71, t1 és m/2 egy « hegyesszoget tartalmazo derékszogi haromszog oldalai, 12, t2 és m/2 pedig egy [ hegyesszoget
tartalmazo6é, igy

m m
= - T2 =5
2sina’ 2sin 3’

m m
tlzgcotga, t2:§c0tg6, t=d+t1 —ts.

Mostméar a haromszog teriiletét egyrészt az | magassag felhasznalasaval, masrészt Heron képletével kiszamitva és
l-et kifejezve — ha (rq 4+ ro +t)/2-t s-sel jeloljiik —

[ 24/s(s—r1)(s —r2)(s — 1)
” .

4 jegyl fliggvénytablazatot hasznélva r; = 101,2, ro = 2441, t = 146, | = 31,5 adodik, igy h = 51,5 ~ 52 m.

Megjegyzés. Adataink mellett s —ro = 1,5 adddik, tehat a szamitott 4-jegy értékek utolsod két jegye jatszik lényeges
szerepet. EbbG] érthets az eredmény pontatlansaga, a két megoldasban kapott értékek eltérése.

2. feladat. A hegyesszdgii hdromszdogbe négyzetet irunk, amelynek két csiucsa az eqyik oldalon, egy-egqy csicsa a
tovabbi oldalakon van. Bizonyitsuk be, hogy a négyzet tartalmazza a hdromszég beirt korének kézéppontjdat.

I. megoldas. Az ABC haromszogbe irt négyzet D és E cstcsa legyen a BC egyenesen, F' és G pedig a C A, illetSleg
AB egyenesen. Megmutatjuk, hogy a beirt kor kézéppontja nem lehet az AFG, BDG, C EF haromszogek egyikében
sem. Mivel a kbézéppont a belsd szogfelez6k metszéspontja, allitasunk kénnyen adddik a kovetkezs segédtételbdl.

Ha egy PRS haromszog R-nél és S-nél levs szoge nem tompaszog, és az RS oldalra, annak ellenkezé oldalan, mint
amelyiken a haromszog van, RSTU négyzetet rajzolunk, tovabbé a T csicson at egy e egyenest htizunk, amelyik nem
metszi a négyzetet, akkor az RPS sz0g felezGjének a haromszogbe es6 minden V' pontja messzebb van e-t6l, mint a
PR, PS egyenesektSl. A PRUTS 6tszog a haromszog szogeire tett feltevés folytan konvex, igy az egyenes teljesen rajta
kiviil fekszik, tehat V-t e barmely pontjaval 6sszekots szakasz metszi az 6tszog keriiletét, tehat hosszabb valamelyik
Otszogoldaltol valo tavolsagnal. Ezek kozott viszont a PR, PS oldalaktol valo (egyenls) tavolsag a legkisebb, mert az



RU, ST oldalakra bocsatott meréleges metszi PR-t, illetSleg P.S-t, tehat hosszabb a megfelels oldaltél valo tavolsagnal,
a TU oldaltol valé tavolsag viszont nagyobb a négyzetoldalnal, mig a PR, PS-t6l valo tavolsdg nem nagyobb, mint
a szogfelezd és az RS oldal Z metszéspontjanak tavolsaga ezektdl az egyenesektdl, az pedig nem nagyobb a ZR, ZS
kisebbikénél, s igy nem nagyobb a négyzetoldal felénél.

Segédtételiink alkalmazhato az AFG, BDG, C EF haromszogekre, ha az ABC'< = 8 és AC B< = v nem tompaszog,
mert ekkor az AFG haromszog F-nél és G-nél levs szoge v, illetSleg 5, tehat nem tompaszog. A BDG és CEF
haromszog, ha nem valik egyenesszakassza, akkor derékszogi, és a kozos oldalnak ellenkezd oldalan van, mint a négyzet.
Igy a beirt kor kozéppontja nem lehet a szogfelez6knek a négyzeten kiviili részében, tehat a négyzetbe kell hogy essék.

Megjegyzés. Csak a négyzetoldalak melletti szogekrsl hasznéltuk ki hegyesszog voltukat, igy ha a beirt négyzet két
csticsa a legnagyobb oldalon van, az allitds minden haromszogre érvényes. Az allitas érvényessége a tovabbi megoldasok
bizonyitésaibdl is adodik, a ITI. megoldas esetében a megjegyzésbeli kiegészitéssel.

II. megoldas. Az el6z6 megoldas jeloléseit hasznalva azt mutatjuk meg, hogy mindegyik szogfelezé a négyzet
két szemkozti oldalat metszi. Ebb6l kovetkezik, hogy a B-bdl, illetSleg C-b6l huzott szogfelezs a C'F, illetéleg BG
szakaszon metszi a szemkozti oldalt, igy mindkettének a haromszogbe es szakasza benne van a BCFG trapézban, a
harmadik szogfelez6nek a haromszogbe es6 szakaszat viszont az AGDEF 6tszig tartalmazza, igy metszéspontjuk a
mindkét idom &ltal fedett sikrészben, tehat a DEFG négyzetben van.

A harom haromszog esetét ismét egyiitt targyalhatjuk. A PRS haromszog R-nél és S-nél levs szoge ne legyen
tompaszog, rajzoljunk az RS oldalra, annak ellenkezé oldaldn, mint amelyiken a haromszog van, RSTU négyzetet, és
az RPS sz6g felezGjének egy pontja legyen V. A feltételekbdl kovetkezik, hogy U és T az RPS szogtartomanyban van.

A szogfelezs pontjai egyenls tavol vannak a PR és PS egyenestsl, az RPV szogtartomény pontjai az RP szarhoz,
az SPV tartomanyéi az SP szarhoz vannak kozelebb. Az U pont tavolsdga a PR egyenest6l kisebb U R-nél, tehat a
négyzet oldalanal. Masrészt U az RST szogtartomanyban van, tehat a belSle PS-re bocsatott meréleges metszi az
RS vagy ST egyenest, s igy mar a négyzetbe es6 szakasza legalabb akkora, mint UR vagy UT, tehat mint a négyzet
oldala. Igy U az RPV szdgtartomanyban van, és ugyanigy lathato, hogy T az SPV szogtartomanyban van. Igy a
szogfelez6 az U PT szogtartomanyban van, tehat metszi az UT szakaszt, masrészt az RS szakaszt is, tehat a négyzet
két atellenes oldalat. Ezt akartuk bizonyitani.
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Megjegyzés. Felhasznaltuk azt, hogy az RPV szogtartomanyban levé U pont kdzelebb van RP-hez, mint S P-hez.
Ezt igy lathatjuk be: Legyen U vetiilete a PR, illetSleg PSS egyenesen Uy, illetSleg Us, az U-n at P R-rel parhuzamos
egyenes metszéspontja a szogfelezével Z, és ennek vetiilete PR-en és PS-en Zy és Zy. Ekkor egyrészt az UyUZ 7,
téglalapbol, és mert Z a szogfelezén van, UUy; = ZZ; = ZZ5. Masrészt az UsU Z< hegyesszog (vagy 0°), mert vagy
UsU fut a derékszogl U U Z szogtartoméanyban (ha RPS< > 90°), vagy az U;UUs szogtartomany tartalmazza U Z-t.
Igy az UsUZZ, derékszogi trapézban (ami egyenesszakassza is lapulhat) UUs > ZZy = ZZ) = UU,, és ezt akartuk
bizonyitani.

III. megoldas. Hegyesszogi haromszogre bizonyitjuk az allitast a feladat szovegének megfelelGen, az el6z6 meg-
oldas segédtételére adva Gj bizonyitast, ha RPS sz6g hegyesszog.



El6szor azt az esetet vizsgaljuk, ha a haromszog S-nél derékszogi. Messe a ]f—b(’il huzott szogfelezé az RU egyenest
V-ben. A PRV héromszog egyenld szara, mert RV P< = VPS< = VPR<. Igy VR = PR > RS = RU, vagyis V
az RU oldal U-n tali meghosszabbitasan van. A PV szakasz tehat az egymaéassal szemben levé SR és TU oldalakat
metszi.
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Ha R-nél és S-nél hegyesszog van a PRS haromszogben, akkor rajzoljuk meg a haromszog koré irt kort. A P-bél
huzott szogfelez6 ezt a P-t nem tartalmazé SR iv Z felez6pontjaban metszi. Messe UR és T'S meghosszabbitasa a
kort mésodszor P;-ben, illetSleg Pr-ben. Mivel a haromszog hegyesszogl, P a rovidebb Py Pe iven van. Az SP; R<
és SPyR< felez6 egyenese is dtmegy Z-n, és az el6bbi szerint kozrefogja a PZ szogfelez6t. Az els6 két szogfelezs a
fontebb targyalt specidlis esetbdl adoddéan a T'U szakaszt metszi, tehat a koztiik levé PZ szogfelezs is, és ezt akartuk
bizonyitani.

Megjegyzés. Ha SPR<t > 90°, akkor pl. abbél adédik a segédtétel helyessége, hogy Z nincs messzebb TU-t6l, mint
RS-t6l, s igy P ra vonatkozo P’ tiikorképe a TU ellenkez6 oldalan van, mint P, és azzal egyiitt az RU és ST egyenesek
kozt fekszik.

IV. megoldas. Mozgassunk egy BC-vel parhuzamos e egyenest a BC' oldaltol A felé, és bocsassunk az AB és AC
oldallal valé G és F' metszéspontbol minden helyzetben merglegest BC-re. A keletkez6 beirt téglalap F'G oldala a ra
merGleges oldal novekedésével allandéan csdkken.

Amig e elvalasztja a beirt kor O kozéppontjat és a BC oldalt, addig a téglalap magassaga legfeljebb a beirt kor o
sugarat érheti el, viszont alapja nem kisebb az O-n atmend egyenes haromszogbe es6 szakaszanal, ami nagyobb 2g-nal.
A beirt négyzet tehat ezek kozt a téglalapok kozt nem szerepel.
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Tovabb mozgatva e-t, a téglalapok mindaddig tartalmazzadk O-t, mig az az egyik BC-re merdéleges oldalra nem
keriil. Tartozzék ehhez a helyzethez a Dy E3F>Go téglalap, és essék O pl. az EsF, oldalra. Ekkor FoFy > 20, viszont
GoFy < p, ugyanis az AB és AC oldalak érintkezési pontja a korrel az AGsy, ill. AFy szakaszok meghosszabbitasan
van (hiszen kézelebb van BC-hez, mint 2p), a G2 Dy egyenes pedig a BAC' szbgtartomanyban halad, ha ABC szog és
ACB szdg nem tompa, igy van kozos pontja a korrel, tehat annak FsFh-re merdleges sugaraval is. Igy ez a téglalap
sem négyzet, sem azok, amelyek e-nek A felé torténd tovabbmozgatasaval keletkeznek.

Az ABC héaromszogbe beirt, BC oldalon nyugvé négyzetnek ezek szerint az O-t belsejiikkben tartalmazo téglalapok
kozt kell lennie.

Megjegyzés. A t6bbi megoldéasbol is kiolvashato, amit itt kimondtunk, hogy a négyzet a kor kézéppontjat belsejében
tartalmazza.



Az utols6 megoldas azt is adja, hogy a haromszogbe beirt fél-négyzetek — akar a BC-n nyugvo oldal fele a méasiknak,
akar a ra mer6leges oldal — szintén belsejiikben tartalmazzak a beirt kor kézéppontjat. Ez konnyen leolvashato az elsé
megoldasbol is.

3. feladat. Hét osztalytdrs a bizonyitvdnyosztds utdn megallapitotta, hogy nincs kéztik kettd, aki mind a 12 tdrgybol
ugyanazt az osztdlyzatot kapta volna. Bizonyitsuk be, hogy ki lehet vdlasztani a 12 targy kozil 6 olyat, hogy ha csak az
ebbdl a 6 tdargybol kapott osztalyzatokat hasonlitjuk dssze, akkor sincs a hét didk kozt két olyan, aki mind a 6 targybol
ugyanazt a jegyet kapta.

I. megoldas. A kivant 6 targyat kivalaszthatjuk a kovetkez6 modon: Valasszunk ki 2 tanulot és egy targyat,
amelyikbdl kiilonbozs jegyet kaptak. A feladat feltétele szerint ilyen targy van. Ezutan egyenként vesziink hozzajuk a
tobbi tanulokbdl, és valasztunk ki egy-egy tantargyat.

Ha kivalasztottunk mér k tanulot (k = 2, 3, 4, 5 vagy 6) és k—1 targyat ugy, hogy a k tanulé koziil barmely kettének
a k —1 targy valamelyikébdl kiilonb6z6 osztalyzata van, akkor egy k + 1-edik tanulénak, mondjuk N-nek, ebbél a k—1
targybol legfeljebb a k tanulo egyikével egyezhetnek meg az érdemjegyei. Ha van ilyen A tanulo, akkor feltétel szerint
van olyan targy, amelyikb6l A-nak és N-nek kiilonbozd osztalyzata van, kivilasztunk egyet. Ha ilyen tanulé nincs,
akkor tjabb targy kivalasztasara nincs is sziikség, de hozzavehetiink tetszés szerint egyet a méar kivalasztottakhoz, és
kaptunk a k + 1 tanuldhoz k targyat a kivant tulajdonsiggal. k£ = 6-ig haladva a 7 tanuléhoz 6 targyat valasztunk igy
ki a feladat allitasanak megfelelGen.

II. megoldas. Vegyiink egy targyat. Ha ezt elhagyva a tobbi koziil is talalhatd barmely két tanuléhoz olyan,
amelyikbdl a két tanulé osztalyzata kiilonboz6, akkor a kivett targyat hagyjuk el. Ezt ismételjiik a marado targyakkal,
amig lehet. Megmutatjuk, hogy legfeljebb 6 targyat kell megtartanunk. Az hogy egy targy sem hagyhatoé el, azt jelenti,
hogy még egy targyat figyelmen kiviil hagyva van olyan par a didkok kozt, akiknek a bizonyitvanya a tobbi megtartott
targyban megegyezik.

Jeloljiik a tanulékat egy-egy ponttal, a targyakhoz pedig valasszunk egy-egy szint. Egy-egy targy szinével kossiik
Ossze azokat a didkparokat Abrazol6 pontparokat, akiknek a bizonyitvanya egyediil ennek a targynak az osztalyzataban
kiilonbozik. Ekkor mindegyik targy szinével Gssze van kotve legalabb egy pontpar, egy pontpar viszont legfeljebb egy
szinnel van 6sszekotve.

Megmutatjuk, hogy ha egy pontbdl elindulunk, és szines vonal mentén haladva ponttél pontig, visszaériink a kiin-
duld pontba, és valamilyen szini 0sszekotésen athaladunk, akkor legalabb még egyszer kellett ilyen szind 6sszekotésen
haladnunk. Igy ha minden szint 6sszekotésbol csak egyet tartunk meg, akkor a maradé vonalrendszerben mar egyik
pontbol sem juthatunk vissza ugyanoda a megmaradt vonalak mentén haladva, hacsak nem ugyanazokon a vonalakon
megyiink oda és vissza. Megmutatjuk masrészt, hogy ha az utolsé tulajdonsag teljesiil, akkor kevesebb pontpar van
Osszekotve, mint ahany pont van.

Ezzel a feladat allitdsa bizonyitast nyer, mert a megtartott 6sszekotd vonalak szama megegyezik a hasznalt szinek,
vagyis a megtartott tantargyak szamaéaval, és ez az utols6 allitas szerint kevesebb a pontok, vagyis a tanulok szdméanal,
7-nél, tehat legfeljebb 6. (Ha anndl kevesebb, akkor tetszés szerinti targyak hozzavételével kiegészithetjiik a szamukat
6-ra, ez nem valtoztat azon, hogy barmely két tanuld bizonyitvanya kiilonboz6.)

Tegyiik fel, hogy az A, tanuldt dbrézol6 pontbol az As-t, As-at, si. t., Ax-t &brézold pontokon keresztiil visszajutunk
Aj-be szines vonalak mentén haladva, és kozben az Aj-et As-vel 0sszekdts szind — mondjuk torténelmet jel6ls — vonalon
tObbszor nem kellett athaladnunk. Ekkor A; és A, érdemjegye torténelembdl kiilonbozik. Ay bizonyitvanya As-étol
csak egy targy érdemjegyében kiilonbozik, mert 6ssze vannak kotve szines vonallal, és ez a tArgy nem a torténelem, igy
torténelembdl As jegye megegyezik As-ével; hasonléan A4-é (ha k > 3) és a tobbi szamba vett tanuloé egészen Ag-ig
Ay torténelem érdemjegyével egyezik meg. Ezen kiviil még Ay és Ay érdemjegyének is egyeznie kellene torténelembdl,
ez azonban nem lehetséges, mert Ay érdemjegye As-ével egyezik, és az kiilonbozik A;-étdl.

A kovetkezst kell még bizonyitanunk: ha egy pontokbol (legalabb 1-bél) és bizonyos pontparokat 6sszekotd vona-
lakbol 4llo dbran (megengedjik azt is, hogy egy pontpar se legyen 6sszekotve) semelyik pontbol indulva sem lehet
ugyanoda visszajutni, hacsak nem ugyanazon az uton megyiink oda és vissza, akkor kevesebb pontpar van 0sszekétve,
mint a pontok szidma. Ezt az 6sszekdtott pontparok szadmara vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha egy pontpar
sincs Osszekotve, akkor az allitas nyilvanvaléan helyes. Legyen most egy a feltételeknek megfelel abrank, amiben van
0sszekotott pontpar, és tegyiik fel, hogy igaz az allitas minden olyan abrara, amiben kevesebb pontpar van 6sszekot-
ve. Véalasszunk ki egy AB 0sszekotott pontpart. Ha ezt az Osszekotést elhagyjuk, a maradé abran nem lehet eljutni
A-bol B-be, hiszen kiilonben az eredeti dbran visszajuthatnank A-bol A-ba gy, hogy a BA 6sszekotésen csak egyszer
haladunk at. Igy azok a pontok a koztiik levs Gsszekotésekkel egyiitt, amelyekbe A-boél B érintése nélkiil, illetSleg
amelyekbe B-bdl A érintése nélkiil el lehet jutni, tovabba azok, amelyekbe sem A-bol, sem B-bol nem lehet eljutni (ha
vannak ilyenek), egy-egy a feltételnek megfelelg dbrat alkotnak (az elébbi ketts allhat esetleg egyediil az A, ill. a B
pontbol), és nincs kozos pontjuk. Ezek mindegyikében kevesebb Osszekotés van, mint az eredeti abrdban, hiszen az AB
osszekotes egyikben sem szerepel. Igy feltevésiink szerint mindegyik részben kevesebb pontpér van 6sszekotve, mint
a pontok szama, tehat az egész dbraban — az AB Gsszekotéstdl eltekintve — legalabb 2-vel kevesebb, mint a pontok
szama. Hozzavéve ezekhez az AB 0Osszekdtést, még mindig kevesebb az Osszekotések szama, mint a pontokeé.

Ezzel az indukciés bizonyitast befejeztiik, s igy a feladat allitédsa is bizonyitast nyert.



Megjegyzés. Mind a két megoldas altalanosan azt adta, hogy ha k tanulé koziil barmelyik ketté bizonyitvanya
kiilonbozs, akkor kivalaszthatéd legfeljebb k — 1 tantargy gy, hogy csak az ezekbdl kapott érdemjegyeket nézve is
barmelyik két tanul6 bizonyitvanya kiillonbozik.

Suranyi Janos



