Az idézett feladad] olyan masodfoki polinom elgallitasat kivanta, amelyiknek az értéke az 1, 2, 3 helyeken rendre
1, 1/2, 1/3. Gyakran meriil fel altalaban az a probléma, hogy adott z1, xo, ..., z, helyeken rendre y1, ya, ..., Yn
értéket felvevs, lehetdleg alacsony fokid polinomot &llitsunk el6.

A feladat els6 megoldasa a polinom egyiitthatoira a feltételekbdl adodo elssfoku egyenletrendszer megoldéasa révén
tortént. Az altalanos probléma megoldésa ez iton akkor varhato tetszés szerinti y;-értékek mellett, ha n egyiitthaté all
rendelkezésiinkre. Mivel egy k-ad foka polinomnak k + 1 egyiitthatoja van, igy az n feltétel kielégitésére n — 1-ed foku
polinomot kell altaldban keresniink. Ez nem jelenti foltétleniil azt, hogy valéban n — 1-ed foka polinom fog adoédni,
hiszen lehet, hogy a legmagasabb foku tagok egyiitthatojara 0-t kapunk. A probléma tehat igy vethets fel: tetszés
szerint adva meg n (kilonbozs) vdltozo értéket, ,helyet” és ezekhez tartozo fiigguényértéket, keressink olyan legfeljebb
n — l-ed foku polinomot, amelyik az adott helyeken az adott értékeket veszi fel. Ezt interpolacionak nevezziik.

Megmutathato, hogy a feltételekbsl adodd egyenletrendszer mindig megoldhato, és csak egy megoldasa van. Az
interpolécios polinomnak az ezen az uton valé meghatarozasa azonban igen koriilményes. A kittizott feladat masodik
megoldésa egy gyorsabb meghatarozasi médot mutat be, amire még visszatériink, el6bb azonban bemutatunk egy
harmadik eljarast. Ennél sorra vessziik tekintetbe az egyes feltételeket és noveljiik eggyel-eggyel a polinom fokszamat
agy, hogy a mér kielégitett kovetelmények tovabbra is teljesiiljenek, és teljesiiljon még az Gjabb kovetelmény is.

Ha csak az els6 kovetelményt tekintjiik, van olyan ¢; allando6 (és csak egy ilyen van), amelyik az x; helyen — és
akkor minden helyen — az y; értéket veszi fel, ez a ¢; = y; allandé. Ezt most egy elséfokd polinom hozzaadasaval agy
kell modositani, hogy az z1 helyen ne véltozzék, az xo helyen azonban ys legyen az értéke. Az x1 helyen a co(x — 21)
els6foku polinomok ttinnek el, és co valoban megvalaszthato agy, hogy ¢1 + ca(x — x1) = y1 + co(x — 1) az x2 helyen
az yo értéket vegye fel [cz =(y2—uy1)/(x2— xl)} A harmadik kévetelmény kielégitésére egy x1 helyen is, z9 helyen is
eltiing, tehat c3(x — x1)(x — x2) alaka polinomot kell a mar megtalalthoz adni, és barmi is y3, c3 mindig valaszthato
ugy, hogy az 6sszeg polinom az x3 helyen az ys értéket vegye fel.

Altalaban arra vezet meggondolasunk, hogy a polinom

(1) 1t ez —a)tes(z—ar)(x—a2)+... +
tep(x —a1) (@ —x2) ... (T — Tpo1)
alakban hatarozhaté meg, és itt ci-et, co-t, cs-at s i. t. végil c,-et sorban haladva egy-egy els6foku egyenletbdl

hatarozhatjuk meg, ha az elgzéket mér ismerjiik.
Keressiik pl. azt a legalacsonyabb foka polinomot, amelyik a

-1, 0, 1, 1,5, 2,5 helyeken sorra a
2, -1, 0, 2, 3

értékeket veszi fel. Természetesen nem vagyunk kotve a megadas sorrendjéhez. Itt példaul célszerd elére venni azt a
két helyet, ahol egyenls értékeket vesz fel a polinom, mert akkor tudjuk, hogy a konstans (a fenti ¢;) megvalasztasaval
mindjart két kovetelményt elégitettiink ki, s igy az els6foku kifejezés egylitthatoja (cz) 0 lesz. Vegyiik tehat a helyeket
—1,1,5, 0, 1, 2,5 sorrendben, és megfelelGen keressiik a polinomot?]
c+ca(x+1)+es(z+1)(x—3/2) +calzx + 1)(z — 3/2)x+
+es(x+1)(z—3/2)x(x—1)
alakban. El6re tudjuk, hogy itt ¢; = 2, és azt is, hogy ca = 0. A 0 helyen vizsgalva a kifejezést az utolso két tag eltiinik

[S]
Cl+02—303/2=2—303/2=—1, c3 =2

adodik. z = 1-re
242-2-(=05)4+cs-2-(-0,5) =0, cy =0,

— tehat az eddig talalt masodfoku fiiggvény a negyedik feltételt is kielégiti —, végiil x = 2,5-re
242-35+4¢5-35-25-15=3, cs = 16/35,

és a keresett polinom

24+ 2(x+1) (;v—g) —%(:}Hl) (:v—%)x(:b—l)z
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Behelyettesitéssel lathatjuk, hogy tényleg megfelel a kdvetelményeknek.

K. M. L. 31 (1965) 149. old.
2Még; igyesebb lenne a masodik tényez6t 2z — 3 alakban irni, ez is a 3/2 helyen eltling tényez6. Ezzel csak a megfelels ¢;-k helyébe lépne
a feliik.



Az 1378. feladat mésodik megoldasaban szereplé modszer is altalanosan alkalmazhato. Allitsuk el a polinomot
olyan polinomok &sszegeként, amelyek mindegyike egy hely kivételével az Osszes tObbin eltlnik, a kérdéses helyen
pedig a kivant értéket veszi fel. Keressiik pl. az 1 helyen y; értéket felvevs, xa, . . ., x,-re eltiing polinomot. Az utobbi
feltételt az

ar(z —x2)... (T —xy)

polinomok elégitik ki. Abbol a feltételbdl, hogy a polinom az x1 helyen az y; értéket vegye fel,
ar=y1/(x1 —x2) ... (x1 —p)
adodik. Hasonléan az xji helyen y; értéket felvevd, a tobbi felsorolt helyen eltiing polinom

(x—21) ... (& —zp—1)(@ — 2gg1) .. (T — X))

@ Li(@) =y (zp — 1) .. (T — T—1) (T — Tpg1) - - - (TR — Ty = Unli().
Az
(3) Li(x) + La(x) + ... + Lp(2)

polinom szerkesztése szerint megfelel a kovetelményeknek.

A két eljarast osszehasonlitva sok szol az el6bbi mellett. Igaz, hogy mindegyik egyiitthatét egy-egy egyenletbdl
kell kiszamitani, de ezek igen egyszert elséfoku egyenletek. Mind a két eljaras szorzatosszegben &llitja el6 a keresett
polinomot, amelyet még beszorzés és 6sszevonés itjan hozhatunk polinom alakra, viszont az els6 esetben csak az utolséd
tag n— 1-ed foku, mig a mésodikban minden tag n — 1-ed fokd, mégha a polinom alacsonyabb foku is. Az elsé eljarasnal
az utébbi esetben az n— 1-ed foku tag fel sem 1ép, egyiitthatojara 0 adodik, és hasonléan tovabbi egyiitthatokra is, ha a
polinom még alacsonyabb foku (hasonléan mint példankban co-re és cs-re). A méasodik eljarasnak viszont elénye, hogy
az egyes részpolinomok egymastol fiiggetleniil, és elézetes szamitasok nélkiil felirhatok az xi-k és yi-k segitségével,
s6t Ix(x) mar ye-t6l sem fiigg. Igy a masodik alak kiilonosen hasznos akkor, ha ugyanazokon a helyeken kiilonbozs
fiiggvényértékekhez egyszerre tobb polinomot kell meghatéroznunk. Ekkor el6re kiszamitjuk az lx(z) fliggvényeket,
azutan csak egy-egy szammal meg kell szorozni ket és 0sszeadni. Ezen til is igen hasznos lehet tovabbi matematikai
felhasznalasokban, hogy fel tudjuk irni a polinomot, és nemcsak eljarast adunk az elGallitasara.

Az els6 eljaras alapjan nem tal nehéz belatni a polinom egyértelmiiségét is, de konnyen belathatd, hogy egy
legfeljebb n — 1-ed fokd polinom polinomalakjat n helyen felvett értéke egyértelmiien elGallitja, felhasznalva, hogy egy
polinomnak nem lehet tobb 0-helye, mint ahédnyad fokd. Valéban, ha

f(x)

() = voxr™ M+ "2+ o

wox" Vg 2 Uy 6s

az xi, T2, ..., T, helyeken ugyanazokat az y1, vy, - .., yn értékeket veszi fel, akkor az
f(x) = f*(2) = (uo —vo)x" ' + (ug —v1)x™ 2 4+ ...+ (U1 — Vn_1)

legfeljebb n — 1-ed foku polinom elttinik az z1, x2, ..., £, helyeken, tehat tobb helyen, mint ahdnyad foku. Ez csak
ugy lehet, ha minden egyiitthato 0, vagyis u; = v; (i =0,1, ..., n—1).
Az interpolacios polinom (1) alakjat Newton-félének, a (2), (3) altal szolgaltatott alakot Lagrange-félének nevezik.
Az interpolaciés polinomoknak fontos elméleti szerepiik van fliggvények polinomokkal valé megkozelitésében. Ezek
vizsgalata sokat koszonhet sok magyar matematikus, igy Fejér Lipdt és tanitvanyai, tobbek kozt Erdds Pdl, Grinwald
Géza, Turdn Pdl, Freud Géza és masok munkassaganak.
Suranyi Janos

3Lasd pl. Hodi B.—Szdsz G.—Tolnat J.: Matematika a gimn. IV. o. szdmaéra, 11. kiad., Tankoényvkiado, Bp., 1962. 222. o.



