A) Az dltaldnos verseny feladatai:

1. feladat. Egy hatjeqyti négyzetszamot hdarom kétjeqyi szamra vagunk szét. A két szélsd eqyenld, a kizépsd pedig
a fele ezek egyikének. Melyik e hatjegyid négyzetszim?

Megoldas. Legyen a kérdéses négyzetszam n? és jeloljiik a kozépss két jegyébsl alkotott szamot x-szel. Igy a két
széls6 kétjegyd szadm 2z, ezért

10 £ 22 < 100,
és igy
(1) 5 <z < 50,
masrészt

n?2=292z-10+2-10>+22 =20 102z =2-19-23% - 2.

Egy négyzetszamot kiilonb6z6 torzsszamok hatvanyainak szorzataként elGallitva minden kitevé paros. Ezért x
ilyen elGéllitasaban a 2 és 19 torzsszamok pératlan kitevével szerepelnek, s igy a kitevgjiik legalabb 1, viszont minden
més torzsszdmhatvanyban péaros szam a kitevs. Eszerint 2 és 19 els§ hatvanyéat kiilonvalasztva, a tobbieket pedig
Osszefoglalva x igy irhato:

r=2-19-k% =38k? ésigy n’®=(2-19-23-k)?

ahol k egész szam. (1) csak k = 1 esetén teljesiil, igy az egyetlen lehetséges megoldas:
n? = (2-19-23)% = 8742 = 763 876.

Ez valoban meg is felel a feladat kovetelményeinek.

2. feladat. Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet:

2) Vetve-yo-ve=3

T

T4z

Megoldas. Ahhoz, hogy az egyenletben szerepld kifejezéseknek értelme legyen, kell, hogy « > 0, tovabba z—+/z 2> 0
legyen. Az utébbi pozitiv z-re akkor és csak akkor teljesiil, ha

(3) x 2 1.

Ilyen z-ekre a jobb oldali négyzetgyokos kifejezéssel végig oszthatjuk (2)-t, az egyenlet 1-nél nem kisebb z-ekre akkor

és csak akkor teljesiil, ha
T+ \/x fa? — 3
= 1-— —-1==
NG + o VT + x X

(4) \/E—%:\/I—l.

azaz ha

Itt a bal oldal a (3) feltétel mellett pozitiv, tehat a két oldal (a gyokdket nem negativnak véve) akkor és csak akkor
egyenld, ha a négyzeteik egyenlsk:

1 5 25
:E—\/E—l—zzx—l, Vr=- T =15

Ez 1-nél nagyobb szam, tehat az egyenlet egyetlen megoldéasa.

Megjegyzés: (4)-et v/ — vz — 1 = 1/2 alakban irva, majd a pozitiv 2(v/z + v — 1) kifejezéssel szorozva a v/ +
r — 1 = 2 egyenlet adodik, amibdl és az elbbibdl, mint elséfokt egyenletrendszerbdl ismét /o = 5/4 és az ezzel
osszhangban levs v — 1 = 3/4 eredmény adodik.

3. feladat. Az ABCD paralelogramma A csicsdn dtmend kér az AB és az AD oldal egyenesét az F', illetdleg a
H pontban, az AC atlé egyenesét pedig a G pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy

(5) AB-AF + AD - AH = AC - AG.

Megoldas. Legyen F tiikorképe AG felez6 merdlegesére F', az AG és F'H egyenesek metszéspontja M.

L. Vizsgaljuk el6szor azt az esetet, amikor F'; G, H sorra az A-bol B, C, D felé indul6 félegyenesen van. Ekkor az
AC egyenes elvilasztja a B és D pontokat és veliik egyiitt az I és H pontokat is. Igy az AC egyenes A és G pontjaival
kettévagott kornek kiilonbozs fvein van F és H, F’ pedig ugyanazon az iven van, mint F, mert F'F’ | AG. Ebbol
kovetkezik, hogy M az AG hur bels6 pontja.



1. dbra

Megmutatjuk, hogy az
(6) AHM, ACD, F'GM ¢é CAB
haromszogek hasonlok, megfelels szogeik egyenlsk. Ebb&l mar konnyen fog kovetkezni (6). A haromszogek megfelels

szogeire egyrészt

ACB< = CAD<x = HAM< = HAG< = HF'Ga = MF'G<;

az utolso6 elGtti és az azt megel6zd sz0g azonos iven nyugvo keriileti szogek. Masrészt

AHM< = AHF' <« = AGF'« = MGF'<« = FAG< = CAB< = ACD«<«.

A maésodik és harmadik sz0g azonos iven nyugvo keriileti szogek, a negyedik és 6t6dik pedig egymas tiikorképe.
A (6) alatti els6 és masodik haromszog hasonlosagabdl, illetSleg a harmadik és negyedik hasonlosagabol a kovetkezd
aranyok egyenl@sége olvashato le:
AH  AC GF'  AC
AM — AD’ GM — AB’
Innen, figyelembe véve, hogy GF' és AF egymaés tiikorképei, tehat egyenlSk, kapjuk, hogy

AD.AH = AC - AM,  AB-AF = AC-GM,

és a kettGt Osszeadva, mivel AM + MG = AG, adodik az (5) egyenlGség.

II. Megmutatjuk, hogy az (5) egyenléség a kor minden helyzeténél érvényes marad, ha az A-tol B-vel, C-vel, ill.
D-vel ellentétes iranyban levé pontok tavolsagéat negativnak tekintjiik. Ennek belataséara forgassuk a kort az A pont
koriil pl. az 6ramutaté jarasaval ellentétes irdnyban. A fenti bizonyitas nem alkalmazhato méar, ha a kor az AB oldalt
érint6 helyzetbe keriil (2. abra). Ekkor AF = 0, masrészt az ACD és AHG haromszogek hasonlok, mert egy szogik
kozos és

ACD<« = CAB<« =GAB<« =GHA«.

Az utolsé egyenl8ségben azonos iven nyugvo keriileti szogek szerepelnek. Igy

Ac_ AH
AD  AG’

AC-AG=AD-AH = AB-AF + AD - AH.

2., 3 és 4. dbra



Ha a kor tovabbfordul, F' az AB oldal A-n tuli meghosszabbitasara keriil (G és H még az AC és AD félegyeneseken
lesz, 3. 4bra). Jeloljiik B-nek A-ra vonatkozo6 tiikorképét B’-vel, ekkor az ACDB’ paralelogrammaéra érvényes az 1.
alatti bizonyitas és azt adja, hogy

AC-AG + AB' - AF = AD - AH,
azaz
AC - AG = AB' - (-AF)+ AD - AH.

Igy ha magan az AF jelolésen a szakasz negativ elSjellel vett hosszat értjilk ebben az esetben, akkor az eredeti
Osszefiiggés valtozatlanul helyes marad.

Ha a kor tovabbfordulasaval G is az AC atlé A-n tuli meghosszabbitasara keriil, akkor vegyiik a B és C' pontok
A-ra vonatkozo B’ és O’ tiikorképét. Az ADB'C’ paralelogramméra ismét alkalmazhaté az L. rész bizonyitasa, s igy
(4. abra)

AC' - AG + AD - AH = AB' - AF,

azaz

AB - (—AF)+ AD - AH = AC - (—AG).

Ez azonban ismét azt jelenti, hogy a II. elején mondott elGjelmegéallapodéssal (5) érvényben marad.

Ha a kor az AD-t A-ban érint6 helyzeten is tulfordul, akkor korabban mar tekintetbe vett korhelyzetek A-ra
vonatkozd tiikorképeit kapjuk. Egy ilyen tiikrozés elGjelmegallapodéasunk szerint AF, AG és AH elGjelének egyideji
megvaltozasat, és igy (5) minden tagjanak ellenkez6 elGjeliire valtozasat okozza, az egyenlGség helyességét tehat nem
valtoztatja meg. Ezzel a II. alatti allitast is igazoltuk.

Megjegyzések. 1. Konnyen lathato (1. abra), hogy ABCA ~ FGHA. A megfelels szakaszok ardnyat h-val jelolve
AB=h-GH,AC =h-FH, BC = AD = h- FG. Ezeket (5)-be beirva és h-val egyszertsitve az AFGH harnégyszogre
a kovetkezs Osszefiiggést kapjuk:

AF -GH+ FG-HA = AG - FH,

vagyis hurnégyszogben a szemkozti oldalpdarok szorzatainek az dsszege az dtlok szorzatdval egyenld. Ez az Osszefiiggés
PTOLEMAIOS tétele néven ismeretes. A fenti hasonlosag felhasznédlasival természetesen ebbdl a feladat allitasa is
kénnyen koévetkezik. Ha viszont az 1. alatti bizonyitasban az ACD és C'AB haromszog helyébe egyarant az FHG
haromszoget tessziik, akkor kdzvetlen bizonyitast kapunk PTOLEMAIOS tételére.

2. A versenyen a biralo bizottsdg megelégedett az 1. eset targyalasaval.
B) A specidglis matematikai osztdly versenyének feladatai:

1. feladat. Egy hatjegyd négyzetszamot harom kétjegytd szdmra vagunk szét. E hdrom kétjegyd szam kézil a kézépsd
egyenld az eldtte dlloval, az utolso és a kézEépsd kétjeqyi szdam killonbsége négyzetszdm. Melyik az eredeti hatjeqyd szam?

Megoldas. Jeloljiik a hatjegyt négyzetszamot n?-tel, ennek kozépso részét alkoto kétjegyt szamot a-szel, az utolso
és a kozéps6 kétjegyt szam kiilonbségét y°-tel. Ekkor feladatunk kivetelménye igy irhato:

n?=x-10*+2-10* + (z + y*) = 10 101z + >
Ezt atrendezéssel és az egyiitthatot torzsszdmok szorzatara bontva a kovetkezs alakra hozhatjuk:
(7) m+y)(n—y)=37-13-7-3-x.
n? hatjegyi, ez azt jelenti, hogy 10° < n? < 10°. Mivel 3162 < 10° < 3172, igy
317 < n £ 999.
Masrészt © és = + y? kétjegyd szamok:
(8) r210 és x+y* <99,

igy
2 <99 — 2 <99 —10 = 89;

és mivel nyilvan elegend6 y nem negativ értékeire szoritkoznunk, azért 0 < y < 9.
Igy (7) bal oldalanak tényezsire a kovetkezs korlatozasok allnak fenn:

n+y <999+ 9 = 1008,
9) {

n—y=317T—9= 308,
tovabba a két tényezd kiilonbségére:

(10) (n+ty)—(n—y)=2y=18



Ezek szerint olyan x kétjegyd szamot kell keresniink, hogy (7) jobb oldala a (9)-(10) korlatozasoknak megfelels két
egész tényez$ szorzatara legyen bonthato, beldlik n és y is egésznek adodjék, végil z-re és y-ra (8) is teljesiiljon.
Evégett minden szoba jové modon két tényezds szorzattéa probaljuk alakitani (7) jobb oldalat, gondolva x felbontasara
is, legyen x = z1x2 (71 és z2 egyike lehet 1 is).

A (7) alatti torzsszamok szorzata nagyobb 1008-nal, igy nem lehet mind ugyanabban a tényez&ben. Két 1008-nal
kisebb tényezére a kovetkezd modokon bonthatd szét:

13-777, 21-481, 37-273, 39-259 és 91-111.

(7) bal oldalanak két tényezGjét 13x1 és 777xo alakban keresve (9) miatt csak zo = 1 felel meg, ez a tényezs 777,
ennélfogva (10) miatt a masik tényezore

777 —18 =759 < 1327 S 795 = 777 + 18,
amibdl, 13-mal osztva, és a hanyadosnak csak az egész részét kiirva
58 < 1 § 61.

n és y csak akkor egész, ha Osszegiik és kiilonbségiik ugyanolyan parossagi. A 777-es tényez6 paratlan, ezért csak
x) =59 és 2} = 61 jon szoba.

Az els6 esetben x = 2z = 59, a masodik tényez6 13 - 59 = 767, kisebb 777-nél, igy n +y = 777, n —y = 767,
amib6l n = 772, y = 5; és x + y? = 84, kétjegyd szam, tehat megoldast talaltunk. Valoban, 7722 = 595 984, megfelel
a feltételnek.

A masodik esetben = = 61, és y = 8 adodik, ezekbsl x + y? haromjegyd szém, innen nem adoédik megoldas.

Hasonl6 gondolatmenettel 21z, 481z alaka tényezGket keresve (9) miatt csak zo = 1 vagy 2 lehetséges. Mind-
kettével megoldas adodik: 2o = 1 esetén z1 = 23, x = 23, n = 482, y = 1, és n? = 232324; valamint zo = 2 esetén
) =46, 2 =92, n = 964, y = 2, és n? = 929296. (Az utébbiban xo, 21, n és y kétszer, n? és x négyszer akkora, mint
az el6bbi megoldas megfelels szama.)

Ha a tényezGket 37x1 és 273x5 alakban keressiik, (9) miatt csak xo = 2 és 3 jon szoba. o = 2 esetén x; csak paros
lehet, Amde 546 — 18 = 528 és 546 + 18 = 564 kozé 37-nek csak paratlan tobbszordse esik: 555 = 15 - 37. Nem ad
megoldast xo = 3 sem, mert igy z; paratlan, viszont 3 - 273 — 18 = 801 és 3 - 273 + 18 = 837 kozé 37-nek csak paros
tobbszordse esik: 814 = 22 - 37.

Nem adédik megoldas sem 39z1, 259z, alaki tényezbkkel, sem 91z, 111z alakt tényezdkkel, mert véve zo-nek a
(9) megengedte értékeit és a (10) alapjan adodoé korlatokat, ezek kozé 1 egylitthatojanak vagy nem esik t6bbszorose,
vagy az adodoé tobbszoros parossaga nem egyezik xo parossigaval.

Mindezek szerint a feladat feltételeinek a kovetkezd harom négyzetszam felel meg:

4827 = 232324, 7722 =595984 és 964 = 929 296.

2. feladat. Négy egymds utani paratlan szam osszegéhez hozzdadva a szamok szorzatdt, tovdabbd a szdmokbol a
tényezdk ismétlése nélkil képezhetd osszes kéttényezds és hdaromtényezds szorzatokat, eredményil 26 879-et kapunk.
Melyik ez a négy szdm?

Megoldas. Tetszés szerinti négy szambol, a, b, ¢, d-bél a feladatban szerepls Osszeget képezve és egyet hozzdadva
szorzatta alakithato kifejezést kapunk, ugyanis
14+ (a+b+c+d)+ (ab+ ac+ ad + bc+ bd + cd)+
+(abc + abd + acd + bed) 4+ abed = (1 + a)(1 +b)(1 + ¢)(1 + d),
amint az kénnyen lathato.

Ha a szamok egymaés utani paratlan szamok, akkor az 1-gyel megnovelt szamok egymaés utani paros szamok. A
koztiik kozépen levs paratlan szamot (paratlan szamaink koziil névekedd sorrendben a harmadikat) z-szel jelolve paros
szamaink z — 3, x — 1, x + 1, x + 3. Ezek szorzatarél tudjuk, hogy 1-gyel nagyobb az adott Osszegnél, azaz

(z=3)z—1)(z+D(x+3)=(@*>-9)(*-1)=
(11) = 2" — 102% + 9 = 26 830.

Ebbsl
xt — 1022 — 26871 = 0, x? =5+ 164.

Csak a pozitiv gyokhoz, 169-hez tartozik valos x érték, éspedig 1 = 13, o = —13. Ezek paratlan egész szamok,
igy van a feladat feltételeinek megfelel§ szamnégyes, kett6 is: 9, 11, 13, 15 és —17, —15, —13, —11.

Megjegyzések. 1. Nem hasznéltuk fel a megoldasban a szadmok paratlan egész voltat, igy elég lett volna csak annyit
el6irni, hogy 2 kiilonbségi szamtani sorozatot alkossanak.



Tovabb haladhatunk (11)-bdl ezeknek a feltételeknek a kihasznalasaval és a szdmtani és mértani kozép egyenlGt-
lenségét hasznélva. (11) pozitiv megoldasait keresve a bal oldal a négy egymas uténi paros szam mértani kozepének a
negyedik hatvanya. A szamok szamtani kozepe az x paratlan szam, erre

x> v26880 > /163 > 12.

x = 13-mal probalkozva 10-12-14-16 = 26 880, s igy megoldast kaptunk, 9, 11, 13, 15 kielégiti a feladat kovetelményeit.
Minden tényez6t a negativjaval helyettesitve latjuk, hogy —12 — 1 = —13 is megoldéast ad, s igy a —17, —15, —13, —11
szamok is megfelelnek a feladat kovetelményeinek. Mivel (11) bal oldalanak az értéke x = 1, +3-ra 0, 3-nél nagyobb
abszolut értékd z-ekre pedig x abszolut értékének novekedésével minden tényezs abszolit értéke, tehat a szorzat is
novekszik, igy tobb megoldas nincs.

3. feladat. Az ABC hegyesszdgi eqyenld szdri hdromszdg alapja BC'. Hatdrozzuk meg a hdromszdg koré irhato A
csucsu téglalapok kozil a legnagyobb és a legkisebb tertletit.

I. megoldas. Legyen egy az ABC haromszog koré irhato, A csucsu téglalapok koziil ADEF ugy, hogy a DE oldal
B-n, EF pedig C-n halad at (5. dbra). Igy BEC derékszog, ezért E a BC atmérd {6lotti Thalész koron van, éspedig
ennek azon a félkorén, amelyet a BC' egyenes elvalaszt A-tol. Jeloljik a kor kozéppontjat (BC felezSpontjat) K-val.

5. dbra

a) Megmutatjuk, hogy a keresett legnagyobb teriilet koriilirt téglalapot akkor kapjuk, ha F a mondott félkoriv
Ey felez6pontjaban adodik. Ekkor a koriilirt ADgEgFy = Ny téglalap négyzet, mert az AEy egyenes merGleges BC-re,
igy felezi a BEyC'< = DoEyFy szoget.

Ha ADEF =T egy Ny-tol kiilonb6z6, az ABC haromszog koré irt téglalap, akkor atloja rovidebb, mint AFEy, mert

AE < AK+ KE =AK + KEy = AEy.

Igy minden AFE atloju téglalap teriilete is kisebb, mint Ny-é, ugyanis e téglalapok masik két cstcsa az AE atmérsji
koron van, ennek pedig AF-t6l legtavolabbi pontjai az AE-re merGleges 4tmérd végpontjai, vagyis az egyenld atloju
téglalapok koziil a négyzet teriilete a legnagyobb; de még az AFE atloju négyzet teriilete is kisebb, mint Ny-é.

b) Az ABC haromsz0g keresett legkisebb teriiletd koriilirt téglalapjat akkor kapjuk, ha a téglalap egyik oldala
AB vagy AC (e két téglalap szimmetrikus az ABC héaromszog tengelyére, igy teriileteik egyenltk). Ekkor ugyanis a
téglalap teriilete 2-szer akkora, mint az ABC haromszogé, és konnyd belatni, hogy koriilirt téglalap teriilete ennél nem
lehet kisebb. Ugyanis a B-n at FEF-fel parhuzamosan huizott egyenes a koriilirt téglalapot és az ABC haromszoget két
részre vagja. Mindegyik rész—téglalapba be van irva egy rész—haromszog, amelyiknek egyik oldala a téglalap egy oldalan
fekszik, és nem nagyobb ennél a téglalapoldalnal, az ehhez tartoz6 magassag a téglalap szomszédos oldala. Igy a két
rész—téglalap teriilete nem kisebb a rész—haromszogek teriilete 2-szeresénél, ugyanez all tehat az ABC haromszogre és
a koré irt téglalapra is. Epp kétszer akkora is csak akkor lehet a koriilirt téglalap teriilete, mint a haromszoge, ha a
téglalap egyik oldala egybeesik a haromszog egyik szaraval.

II. megoldas. Hasznaljuk ismét az 1. megoldas jeloléseit, legyen tovabba AC = AB = b, BAC< = «, AD =
u, AF = v, és BAD< = ¢. Az utobbi szog legkisebb értéke 0, ha ti. T' egyik oldala AB; legnagyobb értéke 90° — «,
ha ti. T egyik oldala AC:

(12) 0° <9 <90° — .



T teriilete, az ABD és ACF derékszogi haromszogek felhasznalasaval
t=wuv="bcosp-bsin(a+ @),

ugyanis ACF< = CAD< = a+ ¢.
A két szogfiiggvény szorzatat a sin z cosw = [sin(z—l—w)—i—sin(z—w)} /2 azonossag alkalmazéasaval Gsszeggé alakitjuk:

2
(13) t= % [sin(a + 2¢) + sina].

A zéardjelben csak az els6 tag valtozik, és (12)-t 2-vel szorozva, valamint mindeniitt a-t hozzaadva a véaltozo szogre
(14) a s a4+ 2p=180° — a.

A talélt intervallum bal végpontja a feltevés szerint hegyesszog, jobb végpontja tompaszog, kozrezarjak 90°-ot. Itt
veszi fel (13) els6 tagja a legnagyobb értékét, 1-et, tehat ¢-nek a maximalis ¢-t ado értékére

a + 2 = 90°-bol % tp=45°

vagyis tmas akkor adodik, ha AD az ABC héaromszog AEy tengelyével 45°-0s szoget zéar be. Ekkor a ra mersleges AF
oldalegyenes is 45°-ot zar be AFEy-lal, a koriilirt téglalap tiikkros AEy-ra, tehat négyzet.

Az y = sinx fliggvény a (14) intervallum («, 90°) részintervallumaban ng, (90°, 180° — a) részintervallumaban fogy,
igy (13) legkisebb értéke az a és 180° — v végpontokban felvett értékek kisebbike. A két végpontban y = sinx értéke
egyenld, tehat t-nek az

a+2p=q, azaz @=0° ésaz
a+2p=180°—«, azaz ¢=90°—q«

értékek esetén egyarant minimuma van. Az els§ esetben AD azonos AB-vel (és D azonos B-vel), a masodikban AF'
azonos AC-vel (és F azonos C-vel).
Ezzel a legnagyobb és legkisebb teriiletd koriilirt téglalapok meghatarozasat befejeztiik.
Loérincz Pal, Suranyi Janos



