A) Az dltaldnos verseny feladatai

1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ pozitiv szamok, akkor
(1) a® 4+ b* + ¢ > a®b + bc + Pa.
Mikor dll fenn egyenldség?

I. megoldas. Megmutatjuk, hogy az egyenl6tlenség bal oldalabdl levonva a jobb oldalt, a keletkez6 k kiilonbség
nem lehet negativ. Ha a helyébe b-t, b helyébe c-t, c helyébe a-t, vagy a helyébe c-t, c helyébe b-t, b helyébe a-t irunk,
a kiilonbségben csak a tagok sorrendje valtozik meg, ezért feltehetjiik, hogy a a szdmharmasban eléfordulé legkisebb
érték, azaz

r=b—a>0 és y=c—a>0.
Fejezziik ki k-t a, x és y segitségével:
k=a®*+b*+c —a2b b’c—c*a=a®+ (a+ )+
+(a+y)? —d*(a+2)—(a+2)2(a+y) - (a+y)a=
= 2a(a? — 2y +y°) + (¥ — 2’y +¢°).
Itt egyik zardjeles kifejezés sem negativ, amint az a kovetkezd atalakitasokbol nyilvanvalo:

ha x >y, akkor

2 —zy+yiP=a(x—y)+y>>0, és

2t =Py +yP =P (e —y)+y° > 0;
ha pedig =z < y, akkor

P —ay+yt =2 +yly—z) >0, és

23— 2%y + oy =23 +y(y® —2?) > 0.

Egyik esetben sem lehet tehat & negativ.
A fenti atalakitdsokbol lathato, hogy 0 is egyediil akkor lesz k, tehat az eredeti egyenlStlenség két oldala csak akkor
egyenld, ha mind a két zarojeles kifejezés 0. Ez akkor all fenn, ha x = y és kozos értékiik 0, azaz ha a = b = c.

II. megoldas. Az el6z6 megoldas bevezeté meggondolasa szerint feltehetjiik, hogy a ¢ szdm sem a-nél, sem b-nél
nem kisebb. A bal és jobb oldal k kiilonbségét igy alakitjuk at:

(a—b)+b*(b—c)+c(c—a) =

=a’(a—b) —b*[(c—a)+ (a—b)] +P(c—a) =
= (a® = b)) (a —b) + (* = b*)(c —a)

= (a+b)(a—b)*+ (c+b)(c—b)(c—a).

a2

Itt egyik tag sem negativ, mert sem az els6ben a kiilonbség négyzete, sem a masodikban a kiilonbségek nem negativok,
tehat £ > 0.

k = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha mindkét tag 0, tehat ha egyrészt a — b = 0, vagyis a = b, amivel a masodik
tag 2. és 3. tényezdje egyenldveé valik, masrészt e két tényezs kozos értéke is 0, tehat akkor és csak akkor, haa =b = c.

Megjegyzések. 1. A feladat allitdsa konnyen kovetkezik Szics Adolf kiovetkezd tételeboll: legyen x1 > x9 > ... >
Ty >0,y1 > y2 > ... >y, > 0, legyen tovabba z1, 2o, ..., 2, az Y1, Y2, - .., Yn Szdmok elrendezése tetszés szerinti
sorrendben, akkor

T1Y1 + X2Y2 + ...+ TnYn = X121 + X222 + .+ TpZp 2>

> X1Yn + To2Yn—1+ ... F Tpo1y2 + TpY1-

Ebbdl feladatunk allitasa igy kovetkezik: Legyen n = 3, toviabba tegyiik fel tovabbra is, hogy a < b, a < ¢. Ha b < ¢,
legyen o1 = 2, x0 = b%, 253 =a’, y1 = ¢, yo = b, y3 = a, 21 = a, 22 = ¢, z3 = b. Ha pedig b > ¢, akkor legyen z; = b?,
zo=c x3=0a>,y1=b,ya=c¢,y3s =a, 21 =c, 2o = a, z3 = b. A fenti els6 egyenltlenség mindkét esetben a feladat
allitasat adja.

2. Az egyenl6tlenség helyessége beladthaté a szamok nagysigviszonyéra tett minden megszoritas nélkil is, pl. a
kovetkez6 azonossig alapjan:

A+ b+ —a?h—bc—cPa=

_ %[(a CB)22a+b) + (b—)2(2b+ ) + (c — a)*(2¢ + a)].

v, 6. Hajos Gy.—Neukomm Gy.—Surdny: J.: Matematikai versenytételek II. 2. kiadas, Tankdnyvkiadd, Budapest, 1965. 44. o.



2. feladat. Szerkessziink hdromszdget, ha adott egy oldala, a hozzd tartozé magassdig €s a rajta levd két szdog
kilonbsége.

Megoldas. Ha az adott szogkiilonbség 0, akkor egyenls szart haromszoget kell szerkeszteni az alapjabdl és az
ehhez tartoz6 magassagbol. Ennek megoldédsa jol ismert, igy tovabb azzal az esettel foglalkozunk, amikor az adott §
szogkiilonbség pozitiv.

Legyen ABC' a keresett haromszog, a jelolést ugy valasztva, hogy AB = ¢ legyen az adott hosszusagu oldal, C-nek
AB-t6] valo tavolsaga az adott m. magassag, az A és B cstucsoknal levé « és [ szog kiillonbsége pedig . Huzzuk
meg C-n at az AB-vel parhuzamos d egyenest. Ennek C-bgl induld és AB-vel egyezd iranyu d; félegyenese C B-vel 3
nagysagt szoget zar be, az AC oldal C-n tuli meghosszabbitasaval, e-vel bezart szoge pedig a. Igy CB-t d-re tiikrozve
létrejon az adott szogkiilonbség. Jeloljiik B tiikorképét d-re B’-vel, ekkor OB’ is 8 nagysagi szdget zar be di-gyel, s
igy CB’ és e szoge 6, tehat ACB'< = 180° — 4.

1. dbra

A d egyenes és B-nek erre vonatkozé tiikorképe C ismerete nélkiil is megszerkeszthet6. Igy a kovetkezs szerkesz-
téshez jutottunk: Rajzoljunk c hosszisigi AB szakaszt és az AB egyenes egyik oldalan, téle m. tavolsigban egy
vele parhuzamos d egyenest. Szerkessziik meg a B pont d-re vonatkozo tiikorképét, B’-t. Szerkessziik meg végiil azt
a korivpart, amirél az AB’ szakasz 180° — ¢ szogben latszik. A d egyenes és a korivpar C; és Cy metszéspontja lehet
a haromsz6g harmadik cstucsa. Ezek meg is felelnek, mert barmelyiket jelolve C-vel, az ABC haromszéghen AB = c,
az erre merdleges magassag me, tovibba d-nek a C-bdl induld, AB-vel egyiranyt félegyenese AC' meghosszabbitasaval
o nagysagl szoget zar be. CB’-vel pedig ugyanakkorat, mint a tiikdrképével, C'B-vel, az utobbi szdg szérai pedig
ellenkez6 iranyban parhuzamosak 3 szaraival. Igy o és 3 kiilonbsége egyenls az AC meghosszabbitasa és CB’ kozti
szoggel, ami viszont az ACB’< kiegészits szoge, tehat J.

A keletkezett két haromszog egymas tiikorképe az AB oldal f felez§ merdlegesére, ugyanis a korivpar central—
szimmetrikus az AB’ szakasz D felez6pontjara. Ezen megy at a d egyenes is, mert atmegy BB’ felezGpontjan és
parhuzamos AB-vel. Ugyancsak atmegy D-n f is, mint az ABB’ derékszogii haromszog kozépvonala. Igy C; és Cy az
f-re D-ben meréleges d egyenesen D-t6l egyenls tavolsagra van, tehat a két pont egymas tiikorképe f-re vonatkozodan.

Mivel A és B' a d egyenes kiilonbdz partjan van, igy az egyenes a korivpar mindkét ivét metszi és mindegyiket
csak egy pontban, a feladatnak tehat mindig van megoldasa és csak egy (ha, mint szokas, egybevago megoldasokat
nem tekintiink lényegesen kiilonb6z6knek).

3. feladat. Hatdrozzuk meg az ABCD négyjeqyt szimot gy, hogy a kivetkezd osztds helyes legyen: ABCD : D =
DBA. (A kilonbozd betik kilonbozd szamjegyeket jelolnek.)

Megoldas. Irjuk a feltételt szorzat alakban:
2) DBA- D = ABCD.

Tekintsiik elGszor az A és D szamjegyeket; els6 jegy gyanant csak ezek lépnek fel, igy egyikiik sem 0.



A szorzat utolso jegye, ami nem méas, mint a D - A rész—szorzat utolso jegye, egyenlé D-vel, igy kiillonbségiik,
DA—D = D(A-1), oszthatd 10-zel. Ezért D és A — 1 koziil legalabb az egyik oszthato 5-tel, mert 5 torzsszam. Ha D
oszthato 5-tel, akkor csak D = 5 lehet, ha pedig A — 1 oszthato 5-tel, akkor értéke 5 vagy 0; igy az alabbi lehetGségek
jonnek szoba:

a) D=25, b) A=6, c) A=1.

Masrészt a szorzandoéra:
100 D < DBA < 100(D + 1),

és igy a szorzatra:

(3) 100 D* < DBA-D = ABCD < 100 D(D + 1).

Hasonlban a szorzatra a kezdé jegye alapjan:

4) 1000 A < ABC'D < 1000(A + 1).

A koz0s belss tag miatt (4) bal oldala kisebb (3) jobb oldalanal, és (3) bal oldala kisebb (4) jobb oldalanal:

1000 A < 100 D(D + 1), azaz (5) 10 A< D?+ D,
100 D? < 1000(A+1), azaz (6) D?* <10(A+1).

Ezek alapjan az a) lehetGség esetében A < 3, ill. A > 1,5, tehat A = 2, igy viszont D(A — 1) = 5, nem oszthato
10-zel, ez a feltevés nem vezet megoldésra.
A b) esetben (6) alapjan D* < 70, D < 8, ezt felhasznalva (5)-bol

D?>10 A— D =60—D > 52, D>,
tehat csak D = 8 jon szoba. Ekkor azonban a kévetelménybdl

(800 + 10B + 6) - 8 = 6000 + 100B + 10C + 8,
2B+ C =B+ B+ C = 44,

ami lehetetlen, mert harom szamjegy Gsszege legfeljebb 27. Innen sem kapunk megoldast.
A hatra levé A = 1 esetben (6)-bol D? < 20, D < 4, igy (5)-bél

D?>10A—D>10—4=6, D > 3,
D szoba, jovo értékei 3 és 4. Ekkor (2)-b6l
100D? + 10BD + D = 1000 + 100B + 10C + D,
C + (10 — D)B = 10(D?* — 10),
a bal oldal sohasem negativ, a jobb oldal viszont csak D > 3 esetén nem az.

A fennmaradt D = 4 lehet6ség esetében
C + 6B =60,

itt C' < 10 miatt 6B > 50, B > 8, és a B =9, C = 6 jegyekkel megoldast kapunk:
491 - 4 = 1964,

tehat a keresett szam 1964.

A megoldéasban nem kellett kihasznalnunk, hogy kiilénb6z6 betiik helyére kiilonb6z6 szamjegyek irandok, csak azt,
hogy kezd& szamjegy nem lehet 0.

B) A specidlis matematikai osztdlyok versenyének feladatai
Az 1. feladat ugyanaz volt, mint az altalanos versenyen.

2. feladat. Szerkessziink hdromszéget, ha adott valamelyik oldaldhoz tartozo sulyvonala és magassdgvonala, tovabbd
az ugyanezen oldalon fekvd szogek kilonbsége.

Megoldas. Legyen a keresett hdromszog ABC, benne a C csucsnak az AB oldaltdl, illetleg annak F' felez&pont-
jatol mért tavolsaga az adott m. magassag, illetSleg s. stlyvonal, tovabba a CAB és C BA szogek kiillonbsége egyenld
az adott J szoggel.

El6szor a 6 > 0 esettel foglalkozunk. Tiikrozziik az ABC haromszoget az AB oldal f felez§ mer6legesére, C
tiikorképét jelsljiik C’-vel. Ekkor CC’ parhuzamos AB-vel, téle m, tavolsagra van, C'F = CF = s., a CC' szakasz
latoszoge pedig A és B csucsbol a tiikrozés folytan a haromszog AB oldalan fekvs szogeinek a kiilonbsége:

CAC'a=CBC'a=4.



Ezek szerint meg tudjuk szerkeszteni el6szor is a CFC’ egyenld szart haromszoget m,. magassagabol és s, szarabol: egy
e egyenesre egy pontjaban f merélegest allitunk, erre e-t6l egyik iranyban ramérjiik m.-t, végpontja F'. Az F koriili
s sugart korrel kimetssziik e-bél a C' és C’ pontot. Ezutan az A és B pontot az F-en at e-vel parhuzamosan htzott
egyenesbdl az az i koriv metszi ki, amelyrsl CC’ § szdgben latszik, és amelyik e-nek azon a partjan van, amelyiken F.
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Az ABC haromszog megfelel a feladat kovetelményeinek, mert AB-re merdleges magassaga m., miutan AB || CC’,
C'F stlyvonala s. hossztsagt, végiil A és B egymas tiikdrképe f-re, mert az i iv kdzéppontja rajta van a CC’ hur felezd
merdlegesén, f-en, igy az A és B csticsnal levd szogeinek kiildnbsége egyenls a CAB és C' AB szogek kiilonbségével,
ez pedig szerkesztés szerint .

A masik keletkez haromszog, ABC', az elébbi tiikorképe f-re, igy nem tekintjiik attol kiilonbdzé megoldasnak.

Nyilvanvalo, hogy a CC’'F haromszog akkor és csak akkor jon létre, ha s. > m.. A és B akkor és csak akkor jon
létre, ha F' benne van abban a korben, melynek része i, vagyis ha C'F-nek F-en tili meghosszabbitésa metszi ezt a
kort. A metszéspontot H-val jelolve ez akkor és csak akkor kdvetkezik be, ha

CFC'<>CHC'«=6.

Ha § = 0, akkor a haromszdg egyenld szartd, és m, = s.. Igy ha e két feltétel egyike teljesiil, akkor csak abban az
esetben van a kovetelményeknek megfelel6 haromszog, ha a masik is teljesiil. Ha ez nem all, az adatok ellentmondoék;
ha viszont teljesiil, akkor minden m, magassagi, egyenld szara haromszog megfelel, igy a feladat hatarozatlan.

Osszefoglalva: a feladat megoldhaté, ha s. > m,, tovibb4 az m. magassaggal és s. szarral szerkesztett egyenls
szard haromszognek a szarak kozti szoge nagyobb §-nal. E feltételek teljesiilése esetén a feladatnak egy megoldéasa van.

3. feladat. Melyik az a legkisebb természetes szdam, amelynek elsd jegyét elhagyva a kapott szdm egy primszdam
négyszerese, a kapott szamra kovetkezd szam pedig eqy primszdm otszordse?

Megoldas. A kérdéses szam elsG jegye nyilvan 1, hiszen minden mas esetben az elsG jegy helyére l-et irva egy
ugyanolyan tulajdonsagu, de kisebb szadmot kapnank.

Legyen az elsé jegy elhagyasaval keletkezs szam N. A feltétel szerint N = 4p és N+ 1 = 5¢, ahol p és ¢ primszamok.

Ebbasl
q=5¢—4qg=4p+1—-4q=4(p—q)+1 =4k +1,
és
4p=5q— 1 =20k + 4, azaz p=>5k+1,

ahol k egész szam. k novekedésével p, és igy N is novekszik, ezért feladatunk a legkisebb olyan k egész szam megha-
tarozasa, melyre p = 5k + 1 is, ¢ = 4k + 1 is primszam.

Mivel N nem negativ, igy p és ¢ sem, és mivel primek, igy 1-nél nagyobbak, tehat £ > 1. k paros, mert kiilonben
5 k 4 1 paros Osszetett szdm lenne. k-nak oszthaténak kell lennie 3-mal is, mert ha 1 maradékot adna, akkor 5k + 1
lenne 3-mal oszthat6 és 3-nal nagyobb, tehat Osszetett, ha pedig 2 maradékot adna, akkor 4k + 1. Igy 2-vel és 3-mal,
tehéat 6-tal is oszthat6 szam: k = 6n, p = 30n + 1, és ¢ = 24n + 1, és feladatunk megkeresni azt a legkisebb n pozitiv
egész szamot, amelyre p is, ¢ is prim.



Kiprébalva n elsé néhany értékét, az alabbi tablazatban kiirtuk egy—egy Osszetettnek ad6do érték primtényezds
felbontasat:
n=1 esetén 24n+1=5

n=2 esetén 24n+1="1°
n =3 esetén 30n+1="7-13,
n=4 esetén 30 n+1=112,

n=1>5 esetén 24n+1=112,
n=06 esetén 24n+1=5-29,
n="7 esetén 24 n+1=13%
n =38 esetén 30 n+1 =241, 24 n+1=193.

Konnyen ellendrizhetd, hogy 241 és 193 mindegyike prim. Igy N = 4 - 241 = 964, és a keresett szam 1964.



