Elsé feladat. Két egybevigd hdromoldali szabdlyos guldt alapjuk mentén dsszeillesztink. A keletkezd hatlapiu test
minden lapszoge ugyanakkora. Hatdrozzuk meg a két hdroméld csics tdvolsdganak és két négyélid csics tdvolsdganak az
ardanydt.

I. megoldas. Ha a szabalyos ABC'A mentén Osszeillesztjiik az egybevago ABC D, ABCE gualakat (1. abra), a D,
E cstcsok a haromszog sikjara a haromszog S kdzéppontjaban emelt merdlegesen helyezkednek el. Az Gsszeillesztéssel
keletkezd test eszerint nemcsak az ABC sikra, hanem pl. az ADE sikra is szimmetrikus. E szimmetriakbol kovetkezik,
hogy a D, F cstucsokbol az AB élre, valamint a B, C csucsokbodl az AD egyenesre bocsatott merslegesek egyenlsk, s
hogy kozos F' és G talppontjuk van. Eszerint a DF E<( az AB él mentén, a BGC'< pedig az AD él mentén csatlakozo
lapok szogét méri. Minthogy e szogek a feltevés szerint egyenlSk, a DFE, BGC haromszogek hasonlok, hiszen egyenld
szaruak és szarszogiik ugyanakkora.

1. dbra

A hasonlosaghol a megfelel oldalak aranyéara
DE :BC=DF: BG
kovetkezik. A jobb oldali szakaszok az ABD/\ magassagai, s ezért forditva aranylanak, mint a megfelel6 oldalak:
DF : BG=AD: AB.

Minthogy BC = AB, az aranypérok egybevetésébsl DE = AD kovetkezik, tehat az is, hogy az ADEA szabéalyos, és
igy hasonlo az ABC/A-h6z. Ebbdl a hasonlosagbol az oldalak és magassidgok aranyara

DE : BC =AS: AH

adodik. Minthogy az S sulypont harmadolja az AH stlyvonalat, az utolsé arany értéke 2/3. Ez tehat egyben a DE : BC
arany keresett értéke is.

Megjegyzés. Feladatunk abbol a feltételezésbdl indul ki, hogy van olyan test, amelyre a feladat kovetelménye
teljesiil, azaz lapszogei mind egyenl6k. Ramutatunk itt arra, hogy ez valéban igaz, mégpedig éppen gy jutunk hozza,
hogy a DE : BC arany értékét a megoldasban talalt 2/3-nak valasztjuk, azaz a szabalyos ABC/A kézéppontjaban a
haromszog sikjara emelt merdlegesen mindkét irdnyban a hiaromszog oldalanak harmadat mérjiik fel, s az igy kapott
D, E cstcsok altal meghatarozott testet tekintjiik. Ennek az allitdsnak a helyessége megoldasunk gondolatmenetének
megforditasa utjan lathato be.

A szerkesztés kovetkezménye ugyanis, hogy a megoldasbeli utolsdé aranypar teljesiil, s ebbdl kévetkezik, hogy az
ADEN és ABCA hasonlo, hogy tehat az ADEA is szabélyos. Eszerint AD = DFE, és a k6zéps6 aranypéar jobb oldalan
allo arany értéke 2/3. Ennyi tehéat a bal oldali arany értéke is, s ezért az els§ aranypar is helyes. Ebbdl viszont az
egyenls szara DFEA és BGCA hasonlosaga adodik, s ezek megfelels szogeinek egyenlGsége miatt a szerkesztett test
lapszogei valoéban egyenldk.

A szoban forgd testhez a legegyszeriibben talan ugy juthatunk el, hogy egy szabalyos ADE/A-et DE oldala koriil
mindkeét iranyban 120°-kal elforgatunk, s az igy ad6d6 harom haromszog altal kifeszitett testet tekintjiik. Ez kozvetleniil
adodik a fentiekbdl.

II. megoldas. Az 1. ébra jeloléseit hasznaljuk, és abbol indulunk ki, hogy az Gsszeillesztéssel keletkezs test az
ABC sikra és az ADFE sikra is szimmetrikus. Eszerint ez a két sik az AB éld és az AD éli lapszoget felezi, s e lapszogek
feltételezett egyenlGsége miatt a két sik mindegyike ugyanakkora lapszoget alkot az ABD sikkal.

Tiikrozziink a BAD< szogfelezGjében a szog sikjara merdlegesen emelt sikra. E tiikrozéskor az AB és AD szérak is,
s az imént emlitett lapszogek egyenlGsége miatt az ABC és ADFE sikok is helyet cserélnek. Ezért AS metszésvonaluk
helyben marad, és a szimmetrikus BAS< és DAS< egyenl§. Ha tehat a DFE szakaszt az AS tengely koriil 90°-kal



elforgatjuk, D és ugyaniugy E az AB és AC élre jut, s ezért DE egyenl$ az ABC A-et atvago, AS-re merdleges B1.SCy
szakasszal (2. abra). Minthogy pedig S az ABCA sulypontja, s ez A-t6l 2/3-szor akkora tavolsagra van, mint a BC
oldal felez6pontja, a keresett arény
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III. megoldas. Tekintsiik az Gsszeillesztéssel keletkezd bipiramis A cstcst, négyéld szogletét. Ezt a szogletet
négy egyenld szogtartomany hatérolja, amelyek a feltevés szerint egyenld lapszdgeket alkotva csatlakoznak egymashoz.
Eszerint ez négyoldalu szabalyos szoglet, azaz olyan, mint a négyoldali szabalyos gula csiicsandl elhelyezkeds, amely
a gila tengelye koriil 90°-kal elforgatva 6nmagat fedi.

Ha tehat a bipiramis DSFE tengelyét az A cstcsu szoglet AS tengelye koriil 90°-kal elforgatjuk, akkor az el6zs
megoldasban emlitett B C; szakaszhoz jutunk. Ebbdl a feladat kérdésére adando valasz mar ugyanigy kovetkezik.

Megjegyzés. Utolsdé megoldasunk nemcsak azért révid, mert az el6zére hivatkozott, hanem azért is, mert a szog-
letekre vonatkoz6 ismeretekre tdmaszkodott. Miel6tt ezeket részleteznék, néhany elnevezést emlitiink meg.

Tekintslink egy poliédert, annak egyik cstcsat és mindazokat az ebbdl a csticsbol kiindulé félegyeneseket, ame-
lyeknek egy kezd@szakasza a poliéderhez tartozik. E félegyenesek pontjai egyiittesen egy végtelenbe nyuld alakzatot
alkotnak, amelyet a poliéder szdgletének neveziink. A szoglet legtobbszor végtelenbe nyalo gala. A szogletet hatarold
szogtartomanyok a szoglet oldalai, s a csatlakozo6 oldalak altal alkotott lapszogek a szoglet szdges.

Egy szoglet akkor szabdlyos, ha minden oldala és minden szdge ugyanakkora. Bebizonyitjuk, hogy a szabalyos
n-oldalu szogletnek van tengelye, amely koriil 360°/n szdggel elforgatva a szoglet tjbol ugyanabba a helyzetbe jut.
Megoldasunk ezt hasznalta fel az n = 4 esetben.

3. dbra

Tekintsiik az OA;, OA,, ..., OA, éli, n-oldalt szabélyos szogletet, (3. abra). Az A1 0 Ay« sikjara az OFy szogfelez6
mentén mergleges sikot emeliink. Ezt a sikot az O As éld lapszoget felez6 sik a t egyenesben metszi. A szabalyossag miatt
A10As< = A20A3<, s ezért e szogek a lapszogiiket felez6 A;Ot sikra vonatkozolag szimmetrikusan helyezkednek el.
Ebbdl a szimmetriabol kovetkezik, hogy az F1 Ot sik tiikorképe az AsOAs< sikjat annak OF, szogfelezGjében metszi,
s hogy OF; és OF; ugyanakkora szoget zar be a ¢ egyenessel. Ha tehat a szogletet ¢ koriil az FyOt, F»Ot sikok
hajlasszogével elforgatjuk, akkor az A;0A5 oldal fedi az A3OAs oldalt. Minthogy pedig a szabalyos szoglet szogei
egyenldk, az elforgatott AoOAs oldal az A3sOA4 sikba keriil, és a szoglet oldalainak egyenlGsége miatt az OAg él az
OAy helyzetbe jut. Ugyanigy kovetkeztethetiink azonban tovabb, és megallapithatjuk, hogy valamennyi oldal és él a



rakovetkezonek a helyét foglalja el. Ha tehat ezt az elforgatast n-szer megismételjiik, mindegyik az n-edik rakovetkezot,
azaz Onmagéat fedi. Eszerint ez az n-szeres elforgatas 360°-os, és egy elforgatas valoban ennek n-edrésze.

Ha n paros, legyen n = 2k. Ekkor a k-szoros elforgatas 180°-os, tehat a tengelyre vonatkozé tiikrozést jelent. Ebben
az esetben kimondhatjuk tehat, hogy a tengely az atellenes élek szogét felezi. Megoldasunk az n = 4 esetben ezt is
felhasznalta.

Masodik feladat. Egy tdancmulatsigon minden fiu tancolt legaldbb egy ldnnyal, de egy sem tdncolt mindegyikkel,
és ugyanigy minden ldny tdncolt legaldbb egy fiival, de nem mindegyikkel. Bizonyitsuk be, hogy kivdlaszthaté a tdnc-
mulatsdag résztvevdi kozil két fiu és két ldny ugy, hogy e két fid mindegyike a két lany kézil csak az egyikkel tdncolt, és
ugyanigy o két lany mindegyike is csak az egyikkel tdncolt a két fiv kozil.

I. megoldas. A fiukat osztalyozhatjuk aszerint, hogy ki hany lannyal tancolt. Tartozzék Fi azok kozé a fituk kozé,
akik a legtobb lannyal tancoltak. Minthogy F) sem tancolt minden lannyal, van olyan L; lany, akivel F} nem tancolt.
Van viszont olyan F; fid, aki tancolt Li-gyel, hiszen L is tancolt legalabb egy fitval.

F) megvalasztasa miatt F, nem tancolhatott tobb lannyal, mint ahannyal F; tancolt. Ebbé6l kovetkezik, hogy Fo
nem tancolhatott mindazokkal a lanyokkal, akikkel F; tancolt, mert az ellenkezd esetben Fo tobb lannyal tancolt volna,
mint F}, hiszen F5 tancolt Li-gyel is, F} pedig nem. Van tehat olyan Lo lany, akivel F; tancolt, de F> nem.

Az Fy, Fs fiuk és Ly, Lo lanyok kielégitik a feladat kovetelményét, hiszen Fy és L1, valamint Fy és Lo nem tancoltak
egymaéssal, viszont F} tancolt Lo-vel és F5 tancolt Li-gyel.

Megjegyzés. A feladat feltevései koziil csak azt hasznéaltuk fel, hogy egyik fitt sem tancolt minden lannyal, s hogy
minden lany tancolt legalabb egy fiival. Ugyanigy persze elég lett volna csak arra tdmaszkodnunk, hogy egyik lany sem
tancolt minden fiaval, s hogy minden fia tancolt legalabb egy lannyal, hiszen a fiik és a lanyok szerepét a megoldasban
is felcserélhetjiik. Két lehetGséget taldltunk tehét a feladat szovegének modositasira, feltevéseinek gyengitésére.

Bar kozvetlenebb és egyszertibb megoldast nem tudunk adni, mégis ismertetiink tovabbi megoldasokat, mert ezek
révén tovabbi érdekes kapcsolatokra és altalanositasokra mutathatunk ra. Az el6zd bekezdés észrevétele a tovabbi
megoldasokra is vonatkozik.

II. megoldas. Valasszunk ki a résztvevek koziil egy Fi fiat és egy Ly lanyt, akivel F; nem tancolt. Legyen tovabba
F5 olyan fia, aki tancolt Li-gyel, és Ly olyan lany, akivel F, nem tancolt. Ezt a kivalasztast ugyanigy folytatjuk: F;
kivalasztasa utan (i = 2,3,...) olyan L; lanyt valasztunk, akivel F; nem tancolt, majd olyan F;;; fiat, aki tancolt
L;-vel. Addig folytatjuk ezt, amig nem keriilne sor olyannak a kivalasztasara, akit kordbban mar kivalasztottunk.
Minthogy a tadncmulatsigon véges sokan vesznek részt, ez el6bb-utébb bekovetkezik. Eszerint ki lehet valasztani k
fiat és k lanyt, és ezeket korbe lehet ugy &llitani, hogy minden fiat két lany fogjon kozre, és minden fit tancolt a
baljan 4ll6 lannyal, de nem tancolt a jobbjan alloval. Azt kell bebizonyitanunk, hogy ez méar két fitval és két lannyal
is megvalosithato.

Legyenek egy ilyen korben allok sorjaban

Fl; Ll; F27 L?a ERE Fk; Lka

ahol tehat azt is tudjuk, hogy Fy és Ly tancoltak egymassal. Megmutatjuk, hogy ha k > 2, akkor kevesebb fiubdl és
lanybdl is tudunk ilyen kort alkotni. Ha ugyanis F; tancolt Lo-vel, akkor

Flu Llu F27 L27

ha pedig F} nem tancolt Lo-vel, akkor
Fl; L27 DR Fk7 Lk

elégiti ki a kovetelményt. Eszerint a 1étszam mindig tovabb csokkenthets, amig csak két fithoz és két lanyhoz el nem
jutunk.

Megjegyzés. Ha a résztvevSket pontokkal dbrazoljuk, és az egymassal tancolokat dbrézolé pontokat egy-egy vo-
nallal kotjiik Gssze, egy grdf szogpontjaihoz és éleihez jutunk. Ha a vonalak esetleg metszik egymast, metszéspontjukat
nem mondjuk a graf szogpontjanak.

A kapott grafot pdros grifnek mondjuk, mert szogpontjai két osztalyba sorolhatok (ti. a fidkat és a lanyokat abrazolo
szogpontokéba) olyan modon, hogy minden él két mas-mas osztalyba tartozo szogpontot kot 6ssze. Kiegészithetjik ezt
a grafot azéltal, hogy éllel kotiink 6ssze minden més-mas osztalyba tartozé két szogpontot. Ennek az élei tehat kétfélék:
vagy szerepeltek mar az eredeti grafban is, vagy csak utobb csatoltuk hozza. Ezt a kétféleséget azzal szemléltethetjiik,
hogy az éleket két szinnel szinezziik meg.

Mondhatjuk tehat, hogy feladatunk egy két szinnel megfestett teljes pdros grdfrol szol. Barmelyik szdgpontot
tekintjiik is, a bel6le kiindulo élek a feladat feltevése szerint nem mindannyian ugyanolyan szintiek. A feladat mar
bebizonyitott allitasa szerint talalhato az ilyen grafban négy csatlakozo él altal alkotott ,négyszog”, amelynek az élei
valtakozva mas-mas sziniek.

Ez az atfogalmazas mar a bizonyitas soran is alkalmazhato lett volna. Az olvasora hagyjuk, hogy ezt a valamivel
szemléletesebb megfogalmazast végiggondolja. Felhivjuk azonban a figyelmet arra, hogy a két szin k6z6tt nincs semmi-
féle szerepkiilonbség. Ez annak felel meg, hogy eredeti feladatunk tartalma mit sem valtozik, ha benne az ,egyméssal



tancolt” és ,,egymassal nem tancolt” fogalmakat felcseréljiik. Ha masodszor is 0sszegytilnek a résztvevék, de most csak
azok tancolnak egymaéssal, akik az elsé alkalommal nem tancoltak, akkor is ugyanazok elégitik ki a feladat allitasanak
kovetelményeit.

Megoldasunk gondolatmenete valtozatlanul alkalmazhato akkor is, ha nem teljes paros grafrol, hanem teljes grdafrol
beszéliink, azaz olyanrdl, amelyben minden szégpontpart él kot Ossze. Ennek az ellenérzését is az olvasora hagyjuk.
Megelégsziink azzal, hogy az igy bizonyitott allitast a kdvetkezd szemléletes alakban adjuk el6: Egy tarsasagban egyesek
ismerik egymaést, masok nem; senki sem ismer mindenkit, de mindenkinek van ismerGse a tarsasagban; kivalaszthaté
akkor a tarsasag négy tagja, s ezek leliltethetSk egy kerek asztal koré ugy, hogy két szomszédja koziil mindenki csak
az egyiket ismerje. Ehhez az eredményhez az elsé megoldas modszerével is konnyen eljuthattunk volna.

ITI. megoldas. Feltessziik, hogy a tancmulatsag résztvevdi koziil nem valaszthatok ki négyen a kdvetelményt
kielégité modon, s ebbdl a feltevésbdl ellentmondasra kovetkeztetiink, ti. arra, hogy akkor a tancmulatsagnak végtelen
sok résztvevGje van. Ezaltal a feladat allitasanak helyességét bizonyitjuk be.

Legyen L1 az egyik lany és Fj olyan fit, aki tancolt L;i-gyel. Legyen Lo olyan lany, aki nem tancolt Fi-gyel, és Fy
olyan fit, aki tancolt Lo-vel. Megallapithatjuk, hogy Fs tancolt Li-gyel, mert kiilonben (L1, Fy, Lo, F3) kielégitené a
feladat kovetelményét. Az eddig emlitett résztvevik koziil eszerint csak Lo és Fi nem tancoltak egymassal.

Tegyiik fel, hogy méar talaltunk olyan
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résztveviket, akik koziil ketten csak akkor nem tancoltak, ha a lany indexe a fiaénal nagyobb. Ez volt a helyzet k = 2
esetében. Megmutatjuk most, hogy a sorozat kiegészithet6 Ly1, Fi11 résztvevékkel olyan méddon, hogy a kiegészitett
sorozat is rendelkezzék az eredeti sorozat tulajdonsagaval. Ebbél majd valéban kovetkezik, hogy a kiegészités minden
hataron tul folytathato, hogy tehat végtelen sok résztvevs van.

Minthogy Fj tancolt az Ly, ..., L lanyok mindegyikével, van olyan tovibbi Lk lany, akivel nem tancolt. Ez az
Li+1 lany nem tancolt az Fy, ..., Fi_; fidkkal sem, pl. F;-vel azért, mert kilonben (Ly, Fy, Lit1, F;) kielégitené a
kovetelést. Minthogy Ly4+1 nem tancolt az Fi, ..., Fy fiik egyikével sem, van olyan tovabbi Fjq fid, akivel tancolt.
Ez az Fj41 fit tancolt az L1, ..., Ly lanyokkal is, pl. L;-vel azért, mert az ellenkezs esetben (L;, F;, Lit1, Frt1)

kielégitené feladatunk kovetelését. Ezek szerint a kiegészitett
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sorozat valoban rendelkezik azzal a tulajdonsiggal, hogy egy sorozatbeli lany és fia csak akkor nem tancolt egymassal,
ha kettejiik indexe koziil a lanyé a nagyobb.

Megjegyzés. Megoldasunk arra is ramutatott, hogy a feladat allitasa végtelen sok résztvevs, pontosabban végtelen
sok fia és végtelen sok lany részvétele esetén mér nem helyes. Egy ellenpéldat, talan még mindig szemléletesen, a
kovetkezSképpen adhatunk els: Egy végtelen nagy tarsasdgban senkinek a magassaga sem éri el a 180 cm-t, de barmily
kevéssel kisebb magassagot adunk is meg, mar talalhato olyan fit is és olyan lany is, aki azt a magassagot eléri; minden
fit csak a nala kisebb lanyokkal tancol. Kénnyi ellendrizni, hogy ekkor a feladat feltevései teljesiilnek, viszont nem
véalaszthato ki két fia és két lany a feladat kovetelményét kielégité modon.

Ez az ellenpélda természetesen megszovegezhets gy is, hogy csak grafokrol szolunk. Felvetjiik most a megfelels
kérdést végtelen teljes grafokra is. Kérdezziik tehat, hogy ha egy végtelen sok szogpontu teljes graf éleit ugy szinezziik
meg két szinnel, hogy egy szogpontbdl se induljon ki csupa ugyanolyan szini él, vajon mindig igaz-e, hogy a graf tartal-
maz valtakozo szint négyszoget. Olyan példat adunk meg, amely mutatja, hogy ez sem igaz. Tartozzék a természetes
szamok mindegyikéhez egy-egy szogpont; az a, b szdmokhoz tartoz6 szogpontokat 0sszek6ts él legyen piros vagy kék
aszerint, hogy a és b nagyobbika paros-e vagy paratlan. Kénnyi ellendrizni, hogy itt a feltételek teljesiilnek, viszont
valtakozo szint négyszég nem talalhato.

IV. megoldas. Tudjuk, hogy minden fitthoz taladlhato6 olyan lany, akivel nem tancolt. Lehetséges, hogy barmely két
fithoz is talalhato olyan, akivel egyikiik sem tancolt. Talan barmely harom vagy esetleg még tébb fithoz is talalhaté
mindig ilyen lany. Van mindenesetre egy legnagyobb k érték, amelyre még igaz, hogy barmely k fithoz taldlhato olyan
lany, akivel egyikiik sem téncolt. Ez a k kisebb, mint a tancmulatsagon résztvevs fiuk szama, hiszen minden lany
tancolt legalabb egy fitval.

Minthogy k + 1 mar nem rendelkezik k tulajdonsigaval, kivalaszthato k + 1 fiu:
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olyan médon, hogy minden lany tancolt valamelyikiikkel. Ha koziiliik egyet, pl. Fi-et elhagyjuk, a megmaradé k fithoz
k tulajdonsaga miatt talalhatéd olyan Ly lany, akivel egyikiik sem tancolt, s ezért vele a k + 1 fia koziil csak Fy tancolt.
Ugyanigy okoskodhatunk, ha a k + 1 fit koziil nem Fj-et, hanem egy masikat hagyunk el. Ilyen m6don olyan

Ly, Lo, ..., Ly

lanyokhoz jutunk, akiknek mindegyike csak az ugyanolyan indexd fiaval tancolt a k + 1 fia koziil.



Minthogy k > 1, az Fy, F, fiukrdl és az L1, Lo lanyokrol minden esetben szé lehet, s ezek kielégitik a feladat
kovetelményét.

Megjegyzés. Valamivel révidebb volna ez a megoldés, ha befejezésekor csak Ly és Lo létezésére kovetkeztetnénk,
hiszen csak erre volt sziikség. Igy viszont a kivetkezs, a feladat allitasanal tobbet mondé eredmeényhez is eljutottunk:
Ha egy tancmulatsidgon minden lany tancol legaldbb egy fituval, és barmely k fidhoz talalhaté olyan lany, akivel
egyikiik sem tancolt, akkor kivalaszthato a résztvevék koziil k fia és k lany tgy, hogy ezek mindegyike tancolt ezek
valamelyikével, mégpedig mindenki csak eggyel.

Megoldasunk gondolatmenete ismét alkalmazhato akkor is, ha nem egy teljes paros graf, hanem egy teljes graf két
szinnel valé megszinezésérdl van szd. Az olvaso konnyen ellendrizheti, hogy igy a kovetkezSképpen megfogalmazhatd
eredményhez jutunk: Egy tarsasagban mindenkinek van ismerdse, de a tarsasag barmely k tagjdhoz talalhaté olyan,
akit egyikiik sem ismer; ekkor kivalaszthatd a tarsasdgnak 2k tagja, s ezek leiiltethetGk egy asztal két oldalan olyan
modon, hogy a szemkdzti oldalon iil6k koziil mindenki csak a vele szemben 16t ismerje.

Harmadik feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges a, b, c, d pozitiv szdmokra
\/a2+b2+c2 + d? S </abc—l—abd—i—oacd—i—bcd
4 - 4 '
I. megoldas. Be kell bizonyitanunk, hogy a kdbgyok alatti kifejezés nem nagyobb a bal oldal kobénél. Felhasznaljuk

a szamtani és a mértani kozépre vonatkozé ismert egyenlStlenséget, amely szerint két szam szorzata nem lehet a
szamtani kozepiik négyzeténél nagyobb. Ezt kétszer is alkalmazva

abc—i—abd—i—acd—i—bcd_l[abc—i—d a—l—b}

<

1 2 5 T

a+b 2c+d+ c+d\’a+b
2 2 2 2

_ (a+b+c+d)2a+b+c+d_ (a+b+c+d)3

4 4 B 4 '

1

1 a+b c+d a+b+c+d<
2

2 2 4 -

Elég most mar csak azt igazolnunk, hogy

atbtetd _ \/a2—|—b2—|—02+d2
4 - 4 '
Ez abbol adodik, hogy a kétoldali kifejezések négyzetének kiilonbsége

a + 0+ +d* (a+b+c+d>2_

4 4 B
=1—16[3(a2+b2+c2+d2)—2(ab+ac+ad+bc+bd+cd)] =
1
:1—6[(a—b)2+(a—c)2+(a—d)2+(b—c)2+(b—d)2+(c_d)2} > 0.

Megjegyzés. A feladat szovegében felesleges az a megszoritas, hogy a, b, ¢, d pozitiv szamok. Ezt megoldasunk
sem hasznalta fel. Igaz ugyan, hogy hivatkoztunk a szdmtani és mértani kozép egyenlGtlenségére, és mértani kozéprél
csak pozitiv értékek korében beszélhetiink, viszont pozitiv értékekre vald szoritkozas nélkiil is igaz, hogy két szam
szorzata nem lehet a szdmtani kozepiik négyzeténél nagyobb.

Megoldasunk az eredetinél ergsebb

a+b+c+d S i/abc—i—abd—i—OLcd—i—bcd
4 - 4
egyenlGtlenséget bizonyitotta be. A kovetkezs megoldasok is ezt igazoljak majd.
Megoldasainkban tobbféle kozépérték szerepel. A pozitiv a1, as,...,a, szamok szamtani (aritmetikai), mértani
(geometriai), harmonikus és négyzetes (kvadratikus) kozepét az

1
A(al,...,an):E(al—i—...—i—an),
G(ay,...,an) = {ay ... an,

n
H geeeyp ) = )
(@1, an) = 1
=
aq Qp
a?+...+a2
Qay,...,an) = L



képletek adjak meg. Ezek kozott sokféle egyenlStlenség allapithaté meg. Két szamra vonatkozolag mér felhasznaltuk a
G < A egyenlGtlenséget. Négy szamra vonatkozolag bebizonyitottuk, hogy A < Q. Két szamra vonatkozolag kdzvetleniil
ellenérizhets a

G? = AH

Osszefiigges, és ebbsl G < A felhasznalasaval H < G, és igy H < A is adodik. Bizonyitas nélkiil emlitjiik meg, mert
nem lesz sziikségiink ré, hogy az itt emlitett egyenl&tlenségek n szam koézepeire is teljesiilnek.

II. megoldas. Jelolje A, G, H, Q az a, b, ¢, d szamok megfelels kozepeit. Feladatunk allitasa kdbreemelés utan
Q® > G*/H alakban irhat6, s mi a tobbet mondo G* < A3H egyenlétlenséget bizonyitjuk be.
Jelolje Ay, G1, Hy az a, b szamok, Az, G, Hs pedig a ¢, d szamok megfelels kozepeit. Nyomban belathato, hogy
ezekre
A4y, Ag) = A, G(G1, Ga) =G, H(H,, H») = H.

Mivel G2 = Ay H,, és hasonl6 érvényes barmely két szam kozepeire,

G* = G3G3 = A\ H, - AyHy = A1 Ay - HiHy =
= A(Al,Az) 'H(Al,Az) . A(Hl,Hz) . H(Hl,Hz).

Minthogy pedig H(A1, As) < A(A1, As), és a hasonlo Hy < A, Ho < Ay egyenl6tlenségekbsl A(Hq, Ha) < A(A;, As)
kovetkezik, a fenti egyenléségbdl a bizonyitando G* < A H egyenl6tlenséghez jutunk.

III. megoldas. Felhasznaljuk azt, hogy ha négy szdm nem egyenls, akkor van kozottiik a szdmtani kdzepiiknél
nagyobb, és van kisebb is. Legyen példéul ¢ < A < d, ahol A ismét az a, b, ¢, d szamok szamtani kozepét jeloli. Legyen
ci=c+d— Aés d = A. Ezekre

cp+dy =c+d,
c1dy = (c+d—A)A=(A—c)(d—A) + cd > cd.

Ha tehat az a, b, ¢, d szamok helyébe az a, b, ¢1, di szamokat irjuk, szamtani kozepiik valtozatlanul A marad, viszont A
is szerepel kozottiik, illetSleg tobbszor szerepel, mint ahdnyszor szerepelt, és a feladat egyenlGtlenségének jobb oldala

ab(c+d) + (a+ b)ed < ab(er +di) + (a + b)erds

miatt novekszik.

Ha tehét a, b, ¢, d nem egyenlSk, akkor megvaltoztathatok ugy, hogy szamtani kozepiik valtozatlanul A maradjon,
A tobbszor szerepeljen kozottiik, mint ahdnyszor szerepelt, s hogy a feladatbeli kobgyok értéke novekedjék. Ezt az
eljarast a sziikség szerint megismételve mindegyik szam helyébe A 1ép, s a kobgyok értéke allandéan novekszik. Ha
pedig mindegyik szdm A-val egyenld, akkor a kbgyok értéke is A. Eszerint a kobgyok értéke eredetileg is A-nal kisebb
vagy esetleg vele egyenld volt, s ez az, amit bizonyitani akartunk.

Megjegyzés. Ennek a megoldasnak a gondolatmenete valtozatlanul alkalmazhat6 akkor is, ha nem négy szamrol
és a beldliik képezhet§ harom tényezss szorzatok Osszegérdl, hanem n szamrol és az ezekbsl képezhetd k tényezés

szorzatok Osszegérdl van szo. Igy azt kapjuk, hogy ez az 6sszeg nem lehet nagyobb, mint (Z) A*.

Kiemeljiik ennek az eredménynek azt a specilis esetét, amikor k = n — 1. Ebben az esetben a vizsgalt Gsszeg
nG"/H. Igy tehat a
G" < A" 'H

egyenl6tlenséghez jutunk, amely n = 2 esetén egyenlgség formajaban teljesiil, n = 4 esetén pedig a megoldasainkban
bizonyitott egyenlGtlenséggel azonos.

Gondolatmenetiink még a k = n esetben is alkalmazhat6, amikor csak egyetlen szorzatrol van szo, s igy az n szam
kozepeire érvényes G < A egyenlGtlenség bizonyitasahoz jutunk.



