Az 1964. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Verseny II. fordulojan kitiizott feladatok kozott szerepelt a ko-
vetkezd: Ha «, B, v egy hdromszdg szdgei, akkor cosa + cos 8 + cosy < 2. Tobb versenyzd megmutatta, hogy a bal
oldal 3/2-nél sem lehet nagyobb, és ekkora is csak a szabélyos haromszog esetében lesz.

Kézenfekvs a szogek szinuszainak az 6sszegére is fels§ korlatot keresni. Az aldbbiakban mindkét Gsszeget alkalmas
tavolsagosszeggel fogjuk szemléltetni és megmutatjuk, hogy mindkét dsszeg a szabdlyos hdromszég esetén a legnagyobb,
azaz

3

(1) cosa 4 cos f 4 cosy < 3
3V3
(2) sina + sin 8 + siny < T\/_

Mindkeét egyenl6tlenséget azzal bizonyitjuk, hogy egy haromszoget, ha nem szabalyos, szabalyossal helyettesitiink olyan
lépésekben, melyek a kérdéses sszeget novelik.

Vizsgaljuk (2) bal oldalanak geometriai jelentését. Legyen a feladatbeli haromszog koré irhato kor atmérdje egy-
ségnyi, ekkor az ABC haromszog oldalai AB = sin-y, BC = sina, AC' = sin 3, és azt akarjuk vizsgélni, hogy ezen
egység-atmérsji korbe irhatd haromszogek koziil melyiknek a keriilete a legnagyobb.

Rogzitsiik a haromszog koré irt kor ACB ivét, és mozgassuk a C' cstcsot ezen a koriven (1. dbra). Vajon a C pont
mely helyzetére lesz az ABC haromszog keriilete, vagy ami ugyanazt jelenti, az AC + CB 6sszeg a legnagyobb 7

Bebizonyitjuk, hogy az AC + CB dsszeg akkora legnagyobb, ha C az AB kériv felezépontja, és névekszik, ha C
kézeledik a felezdponthoz. E segédtételiinkkel lehetévé lesz mind (2), mind (1) igazolasa.

Meérjiik fel valamennyi AC hir meghosszabbitasédra a CB’ = OB szakaszt. Az igy kapott B’ pontokbol az AB
szakasz /2 szdgben latszik, ahol ¢ az AB latoszoge a szoban forgo ivrél. Valoban, a BCB’ egyenl6 széart hdromszog
alapon levs szoge fele a C-nél levs kiilsé szognek, ami . Tehat a B’ pontok az AB htrhoz tartozo /2 latoszogi
koriven vannak. Ez a koriv hosszabb a félkornél, mert /2 < 90°, igy A-t6l legtavolabbi pontjat az A-bol indulo AA’
atmérs metszi ki. E koriv koézéppontja az eredeti AB koriv F' felezGpontja, mert erre AF = F'B, és AFB< = .
Megallapithatjuk tehat, hogy az utébbi kériv AC + CB = AC + CB’' = AB’ htirja akkor a legnagyobb, ha C = F,
és annal nagyobb, minél kézelebb van az F' ponthoz az AC (CB) hur C végpontja. Ez utébbi azért igaz, mert ha
FD < FC, akkor DAF< < FAC«, és igy — F merdleges vetiiletét AQ-n Q'-vel, AB’-n B"-vel jeldlve - FQ' < FB",
mert az AQ'F és AB"F derékszogli haromszdgek atfogoi egyenlék. Ezért igaz az is, hogy ha 0 < QA < BA - a
révidebb ivekrsl van sz6 a mondott végpontok kdzott —, akkor AB' < AQ < AA'.

Most mar vélaszt adhatunk els6 kérdésiinkre. Megmutatjuk, hogy (2) bal oldala a szabalyos haromszog esetén a
legnagyobb, azaz egy korbe irhato haromszégek kézil a szabdlyos hdaromszig keriilete a legnagyobb.

Legyen az ABC héaromszognek 60°-t6l kiilonb6z6 szoge. Ekkor szogei kozt biztosan van olyan, amelyik nagyobb,
és olyan, amelyik kisebb, mint 60°. Valasszuk a betiizést gy, hogy a haromszog legnagyobb szoge a B csiicsnal, a
legkisebb szoge az A cstcsnal legyen (4. abra). Igy C-nél hegyesszog van. Tiikrozziik az ABC héaromszoget az AB
oldal felezé merélegesére. Az ABC' tiikorkép egybevago ABC-vel, tehat keriiletiik egyenld.

Tekintsiik azt az A kezdGpontu félegyenest, mely az AB félegyenessel 60°-os szoget zar be, és AB-nek ugyanazon
oldalan van, mint C. Messe ez a félegyenes a haromszog koré irt kort D-ben. Mivel BAC< < 60°, és BAC'<t > 60°,
azért az AD félegyenes a CAC’ szdgtartomény belsejében halad. Ugyanez a szdgtartomény tartalmazza a kor ACB
ivének F felez6pontjét is. Eszerint D kozelebb van F-hez, mint akar C, akar C’, igy segédtételiink szerint az ABD
haromszog keriilete nagyobb az ABC haromszog keriileténél.

Ha most a kor BAD ivének G felez6pontjat tekintjiik, akkor — hasonléan — a BG'D haromszog keriilete nagyobb a
BAD haromszog keriileténél vagy egyenls vele, a BGD haromszog pedig szabalyos. (Egyenls akkor, ha G egybeesik
A-val, ACB< = 60°.)

L Surdnyi Jdnos: Az 1964. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Tanulmanyi Verseny II. fordulojan kittizott feladatok megoldasa, K.
M. L. 29 (1964) 106. o.



Ezzel igazoltuk, hogy a korbe irt szabalyos haromszog keriilete barmely més, ugyanezen korbe irt haromszog
keriileténél nagyobb; igy (2) bal oldala akkor maximalis, ha o = 8 = v = 60°, azaz

sin a + sin 8 + siny < 3v/3/2,

és egyenlGség csak a = f = vy-ra teljesiil.

2. dbra

3. dbra

Most adjunk (1) bal oldalanak is geometriai jelentést. (A koriilirt kor &tmérGje most is egységnyi legyen.) Tiikrozziik
a haromszog B és C csiicséit az O kdzéppontra, tiikorképeik legyenek B’ és C' (2. és 3. abra). A keriileti szogekre
vonatkozo tétel miatt

B'A = cos~, illetve v > 90° esetén B’A = cos(m — ), és
C'A = cos B3, C'B = cosa.

(1) bal oldalat elég hegyesszogii haromszogre vizsgalni. Ha ugyanis az ABC haromszog nem hegyesszogi (v > 90°), a
haromszog-egyenl6tlenség miatt (3. abra)

cos 3+ cosy = cos 3 — cos(m —v) = AC' — AB' < B'C’,
ahol az egyenl6ség csak v = 90°-ra teljesiil. Ezért segédtételiink miatt

3
cosa + cos B+ cosy < cosa+ B'C' < BF + FB' =2 < 3

Mellékesen tehat azt is belattuk, hogy (1) bal oldala — nem hegyessz6gi haromszogekre szoritkozva —, maximalisan
V/2 lehet, és ezt a hatart csak o = 3 = 45° esetén éri el.



4. dbra
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5. dbra

Ha héromszogiink hegyesszog, akkor tartalmazza a koriilirt kor O kdzéppontjat, s ekkor az (1) bal oldala a BB’
egységatmérdji felkorbe irt harom szakaszbol (hirbol) 4116 térdtt vonal hosszaval egyenld (2. dbra). Igy arra a kérdésre
kell valaszt adnunk, hogy az AB félkorbe irt AP + PR + RB hurosszeg (5. abra) mikor a legnagyobb.

A félkor AP, PR, RB ivei kozott legyen olyan, melyhez 30°-t6l kiilonb6z6 keriileti szog tartozik. Ekkor van koztiik
olyan, amelyikhez 30°-nal nagyobb, és olyan is, amelyikhez kisebb keriileti szog tartozik, feltehetjiik, hogy az AP ivhez
tartozik a legkisebb, és a kovetkezd PR-hez a legnagyobb keriileti szog. (Kiilonben véve P-nek és R-nek O-ra vald
tiikorképét, P'-t és R'-t, az APRBP'R’ centralszimmetrikus hatszdg cstcsaibodl vett alkalmas egymasra kivetkezo 4
megfelel feltételiinknek.) Rajzoljuk meg azt az R kezdSpontu félegyenest, mely RA-val 30°-os szoget alkot, és RA
ugyanazon oldalan van, mint P, messe ez az APR ivet C-ben. Mivel ARP< < 30° és PAR< > 30°, ha az AR
felez6 merdlegesére P-t tiikrozziik, az RC félegyenes a PRP’ szdgtartoméanyban halad, és ugyanez a szdgtartomény
tartalmazza az APR koriv felezSpontjat. Az eldzéek szerint, mivel C e felezGponthoz kdzelebb van, mint P vagy P’

AC+ CR > AP + PR.
Ha most tekintjiik a CRB koriv D felez6pontjat, akkor

CD+ DB > CR+ RB,
és egyenldség csak akkor 4ll, ha RB ivhez 30°-os keriileti szog tartozik. Igy

AC+CD+DB > AP+ PR+ RB
és
AC =CD = DB.
Ezzel belattuk, hogy a félkérbe irt harom, sugarnyi hossza hur 6sszege nagyobb barmely mas e félkorbe irt megfelels

hur 6sszegénél, tehat egy AB feélkorbe irt AP + PR+ RB hiurdsszeg — ha a pontok sorrendje A, P, R, B — akkor a
legnagyobb, ha AP = PR = RB. Igy (1) bal oldala akkora legnagyobb, ha « = § = v = 60°, azaz

cosa + cos f 4 cosy < 3/2,

és egyenlGség csak o = B =y esetén all.
A tovabbiakban (1) és (2) egy-egy 4altalanositasat adjuk.
Ha «a, 3, v egy haromszog szogei, akkor barmely pozitiv egész n-re

n n n n 3
(3) Vsina+ 4/sinff+ 4/siny <3 g,



tovabbé, ha «, 3, v egyike sem tompaszog, akkor

n 1

(4) Veosa+ y/cosB+ (cosy+ <3 3

A bizonyitast csak az n = 2* esetre végezziik el k-ra vonatkozo teljes indukcioval.
A k = 0-ra (egy szam ,els6 gyokén” magat a szamot értve) bizonyitottuk az allitast. Tegyiik fel, hogy (3) és (4)
fennall n = 2%-ra, ahol k > 0; bebizonyitjuk, hogy akkor fennall n = 2¥+1_re is. Tekintsiik a kivetkezs sszegeket:

k41 k41 k1
(5) * Vsina+ ° sinf+ ~ +/sin7,
2k+1

2k+1 ok+1
Veosa + cos B + \/cos.

Felhasznaljuk, hogy nem negativ szamok mértani kézepe nem nagyobb szamtani kdzepiiknél. Ha u, v, w > 0, akkor

(Vu+ Vo +vVw)? = (u+v+w) + 2(vVuv + Vuw + Vow) < (u+ v+ w)+

42 (u—;v+u—|2—w+v—;w>  3(utvtw).

(6)

Eszerint (5) és (6) négyzetére

k

2 f
k+1 k41 k k k 3
( * Vsina+ sinf+ ° +xl/siny) §3< Vsina+ sin 3 + 2\/sin'y> <9 g,
illetve
2 k k1
( 2H\l/cosa + SN cos B + 2H\l/cosv) <3 ( 2\k/cosa + */cosfB + z,k/cosv) <9 2\/;

igaz az indukcids feltevés miatt, amibél négyzetgyokvonassal adddik az allitas.
Pogats Ferenc



