1. Az 1964. évi Arany Daniel matematikai verseny egyik feladatabarll] azt kellett bizonyitani, hogy ha a, b, ¢ pozitiv
szamok, akkor a® + b® + ¢ > b + b?c + c*a.

A bizonyitasban nehézséget okozott az, hogy a jobb oldalon allo kifejezés nem szimmetrikus; emiatt nem lehet
feltenni, hogy a = b = c. Azt még feltehettiik, hogy a a legnagyobb, de ezzel mar meghataroztuk, hogy ,melyik
a b és melyik a ¢”, mégpedig b a jobb oldalon az a’-tel és ¢ négyzete a-val egy tagban szerepel. Amennyiben az
egyenlGtlenséget a fenti feltétellel igazoljuk, akkor a > ¢ > b esetén azt kapjuk, hogy a® + b® + ¢* > a®c + ¢%b + b2a.

Ha azonban azt tlzziik ki célul, hogy a fenti két egyenl&tlenség mindegyikét igazoljuk, akkor mar feltehets, hogy
a 2 b = c. Valéban, hiszen ha b-t és c-t felcseréljiik, ezaltal a két egyenlStlenség jobb oldala cserélédik fel, és ez, ha
mindkét egyenlStlenséget igazoljuk, nem okoz problémat.

Nézziik meg, hogyan lehet a két egyenlGtlenséget egyszerre igazolni. Tegyiik fel, hogy a = b 2 ¢ és irjuk a két
igazolando egyenlGtlenséget a kovetkezs alakba:

(i) aa® +bb? + cc® > ac? + ba® + cb?;
aa® + bb? + cc® = ab?® + be? + ca®.

Ha az A = a®, B = b? és C = ¢? jelolést hasznaljuk, akkor a feladatot kovetkezéképpen fogalmazhatjuk meg.
Igazolni kell két a a A +bB +cC 2 a A" + b B’ + ¢ C’ alakt egyenlStlenség teljesiilését, ahol A', B/, C" az A, B, C
szamokat jelenti valamilyen sorrendben, és a = b = c.

Itt tobbféle altalanositasi lehet&ség is kinalkozik.

a) Az igazolando két egyenlGtlenség helyett t6bb egyenlétlenséget is igazolhatunk egyszerre ugy, hogy az egyen-
I6tlenség jobb oldaldra A’, B’ és C’ helyébe az A, B és C szamokat az Osszes lehetséges sorrendben beirjuk (ezt
6-feleképpen tehetjik meg).

b) Az egyenltlenséget (illetve egyenlStlenségeket) nem harom-, hanem tobbtaga Osszegre igazoljuk.

c) Eltekintiink attol, hogy A, B, C az a, b, ¢ szamoktol fliggnek.

Az els6 két altalanositas egyszerre is elvégezhets, és mint latni fogjuk, az egyenlGtlenség igy is igazolhatd; sGt
bizonyos fokig a harmadik altalanositasi lehet&séggel is élhetiink. (Ez a feltétel teljesen nyilvan nem is hagyhato el.)
Annyit fogunk csak feltenni, hogy a szerepls ,nagy betiik” ugyanolyan nagysag szerinti sorrendben vannak, mint a
megfeleld , kis betik”. A kovetkezdket fogjuk kimutatni:

Legyenek x1 2 @9 2 ... 2 xp, €S Y1 = Y2 = ... = Y, pOzitiv szamok, amelyekre y; = y; 41 akkor és csakis akkor
teljesiil, ha x; = x;41 (1 = 1,2,...,n — 1). Jeloljik w1, ua, ..., up-nel az y1, yo, ..., yn szamok egy tetszés szerinti
sorrendben val6 felirasat. Ekkor:

(i) T1Y1 + Toys + - oo+ TnYn = T1U1 + ToUs + . .. + Tply,

és egyenlGség csak az w1 = y1, us = ya, ..., Uy = Y, esetben éllEl
Az alabbiakban erre az egyenlGtlenségre geometriai bizonyitast adunk.
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2. Az egyszertseég kedvéért tegyiik fel el6szor, hogy az x;-k kiilonbozok (i =1, 2, ..., n).
Tekintsiink a sik valamely O pontjabol kiindulé két egymaésra meréleges félegyenest. Vegyiik fel az egyiken az O-t6l
x; tavolsagra levs A;, a masikon az O-t6l y; tavolsagra levé B; pontokat (i, j = 1, 2, ..., n). E pontokbol kiindulva

hazzunk a maésik félegyenessel (azzal, amelyiken nincs rajta a pont) parhuzamos félegyenest (1. abra).

Tekintsiik most ¢ # n esetén az A; és A;+1 pontokon, i = n esetén az A, és O pontokon at huzott parhuzamos
egyenespart; valamint j # n esetén a B; és B, pontokon, j = n esetén a B,, és O pontokon &t hizott parhuzamos
egyenespart. Mivel az x;-k és y; — k egymas kozt kiillonb6zdk, ezért az A; pontok nem esnek egymasra, és nyilvan O-t61
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is kiilonboznek, és hasonldéan a By pontok is egymastol és O-tol kiilonbozdk, igy a két egyenespar minden ¢, j szAmpar
esetére egy-egy téglalapot hataroz meg; jeldljiik ezt T; ;-vel.

Tekintsiik most az x1u; +zouz +. . . +x,u, 0sszeget. Legyen u; = y;, ekkor az 6sszeg egyik tagja x;y;. Ez a szorzat
megegyezik azon téglalap teriiletével, melynek harom csicsa: A;, O és B;. Ezen téglalapot a parhuzamos egyenesek
azon T, , téglalapokra bontjak fel, melyekre p = i és ¢ 2 j. Igy x;y; e kis téglalapok teriiletének Osszegével és az egész
r1u1 + T2y2 + ... + U, Osszeg is bizonyos T, , téglalapok teriiletének Osszegével egyenld. Az Osszegben egyes T}, 4
téglalapok tobbszor is fellépnek. (Példaul T, ,, biztosan szerepel minden tag esetén, igy n-szer lép fel.)

Azt, hogy hanyszor 1ép fel egy-egy T},  téglalap, kovetkez6képpen hatarozhatjuk meg. Gondolatban vagjunk ki n
téglalapot, melyek szomszédos oldalainak hossza rendre x; és uy, x2 és ug, ..., T, és u,, és e téglalapokat helyezziik
rd az 1. dbrara ugy, hogy a x; és u; oldalhossztisagu téglalap harom csicsa A; be, O-ba és By be essék (ha u; = y;).
Marmost valamely T, , téglalap nyilvin pontosan annyiszor 1ép fel, ahany kivagott téglalap lefedi. Jel6ljiik a T}, 4
téglalapot lefedd kivagott téglalapok szamat n, 4-val.

Az a téglalap, amelynek harom csicsa A;-be, O-ba és B;-be esik, akkor fedi le a T}, , téglalapot, ha i S pésj<g¢
egyszerre teljesiil. Ha most 7 2 p és s = ¢, akkor r 2 p 2 i és s 2 ¢ 2 j folytan minden a T}, -t lefedd kivagott téglalap
lefedi 75 -t is, tehat

(iii) ha T

v

p  és s 2q, akkor s = Ny g

Visszatérve a T), -t lefedd kivagott téglalapokra, azt kell meghatarozni, hany olyan (A;, O és Bj-he esd cstcsi)
kivagott téglalap van, amelyre i < p és j < ¢ egyszerre teljesiil. Ilyen kivagott téglalap legfeljebb annyi van, ahany p-nél
nem nagyobb i és hozza ¢-nal nem nagyobb j talalhato (ii) jobb oldalan. A feltételnek pontosan p szamdu i, és pontosan
q szamu j érték felel meg. Igy a Tp.q téglalapot lefedd kivagott téglalapok szama legfeljebb annyi, mint amekkora a p
és q szamok koziil a kisebbik, vagy a kozos értekiik, ha a kettd egyenls. Ezt a szamot min(p, ¢)-val szokas jelolni, igy

(iV) Np,q < min(p, Q)'

3. Térjiink r4 most annak a megéllapitasara, hogy mikor lesz az xiuy + xous + . . . xu, 0sszeg a lehetd legnagyobb.
Ez biztosan teljesiil akkor, ha a (iv) alatti egyenlStlenségben minden T}, , téglalapra egyenlGség szerepel. Specidlisan
sziikséges, hogy n;; =1 legyen. Ekkor n, ;1 = 1 alapjan T 1-et biztosan lefedi kivagott téglalap. Ilyen kivagott téglalap
pedig csak egy van, mégpedig az, melynek két csicsa — az dbrara valo rahelyezés utan — Ay be és By-be esik. (O-t tovabb
nem emlitjiik a kivagott téglalapok helyzetének leirasaban.) Ezen kivagott téglalap pedig éppen az x1y; szorzatnak
felel meg. Tehat u; = y; kell, hogy legyen.

Ezt figyelembe véve hasonloképpen megallapithato, hogy us = y2 és igy tovabb. Altalaban, ha mar tudjuk, hogy

Uy = Y1, U2 = Y2, ..., Ui—1 = Yi—1, akkor kovetkez6képpen mutathatjuk ki, hogy u; = vy;. A T;;-t lefed6 ¢ szamu
kivagott téglalap kozill i — 1 mar T;_1 ;—1-et is lefedi. Ezen kivagott téglalapok csticsai rendre az A; és By, Ag és
By, ..., A;_1 és B;_; pontokba esnek. Ezért a T; ;-t lefed§ i-ik kivagott téglalap A, és B, csticsara az teljesiil, hogy p

is és g is legalabb i. Masrészt, mivel e kivagott téglalap a T; ; téglalapot lefedi, ezért mind p, mind g legfeljebb 7 lehet,
amibdl p = g = i kovetkezik. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy u; = y;. (Ez a bizonyitds specialis esetként tartalmazza
Uy = Y2, U3 = Y3, ... , Up = Ypn bizonyitasat, ¢ helyére rendre 2-t, 3-at, ..., n-et téve.) Ezzel kimutattuk tehat a
kivant egyenl6tlenséget, és azt is, hogy egyenl6ség csak akkor teljesiil, ha minden i-re u; = y;.

Mint lattuk, az u; = y; esetben, ha p = ¢, akkor (iv)-ben az egyenlség teljesiil. Kimutatjuk, hogy minden p, ¢
péarra egyenldség &ll fenn. Ugyanis min(p, g)-t r-rel jelolve (iii) szerint n,, = n,, amirdl viszont mar tudjuk, hogy
r-rel egyenld; azaz ny,, = r = min (p, q). Ebb6l, és az (iv) egyenlStlenséghdl pedig mar adodik az npy, = min(p, q)
egyenldség.

4. Most egy hasonld tipusd, de ellenkezd iranyd egyenl6tlenséget fogunk vizsgalni.

A fenti modszerrel azt is megallapithatjuk, hogy az y1, ye, . . ., yn szdmok milyen uq, us, .. ., u, sorrendje esetén lesz
az x1ui +Tous + ...+ Tpuy Osszeg a lehetd legkisebb. Az elgz6kben azt vizsgaltuk meg, hogy az egyes T}, , téglalapokat
legfeljebb hany kivagott téglalap fedi le. Itt azt kell megnézni, hogy legalabb mennyi.

Ha az A; és B; csucsu kivagott téglalap nem fedi le a T}, , téglalapot, akkor vagy ¢ > p, vagy j > ¢. Mivel i és j
egyike sem nagyobb n-nél, ezért az els6 eset n — p, a masodik eset n — ¢ kivagott téglalapra teljesiil. Ezen kivagott
téglalapokon kiviil a t6bbi biztosan lefedi a T}, 4 téglalapot. Mivel 6sszesen n darab kivagott téglalap van, ezért a 7T}, 4
téglalapot legalabb n — (n — p) — (n — q¢) = p + ¢ — n kivagott téglalap fedi le. Persze, ha p + ¢ < n, akkor ez a
megéllapitas semmitmondd, ez esetben azt tudjuk, hogy a T}, , téglalapot legalabb 0 darab kivagott téglalap fedi le.
Igy:

(v) Npg=P+qg—mn, hap+qg>n, ésnyy =0, hap+g<n.

Amennyiben valamely ziuy + zous + ... + zpu, Osszeg esetén (v)-ben mindig egyenlGség all, akkor ez az Osszeg
a lehetd legkisebb lesz. Ehhez tobbek kozott sziikséges az, hogy a T;,—; téglalapot semmilyen i-re se fedje le egy
kivagott téglalap sem, a Tj41 ,—; téglalapot pedig pontosan egy fedje. Tegyiik fel, hogy ez utobbi téglalapot lefedd
egyetlen kivagott téglalap cstucsai A, és By. Ez azt jelenti, hogy p < i+ 1 és ¢ £ n — i. Ha marmost p < 4, vagy
g < n—1i—1 volna, akkor e kivagott téglalap lefedné a T; ,,—; vagy a Tj41.,—;—1 téglalapot, melyeket a kivant esetben
egyetlen kivagott téglalap sem fedhet le. Igy ez esetben a Tjy1 ,—; téglalapot lefeds kivagott téglalap csiicsai A1 és



B,,—;. Ez pedig azt jelenti, hogy az Gsszeg megfelels tagja x;11yn—1 (azaz u;+1 = yn—; vagyis az y-ok éppen forditott
sorrendben szerepelnek, mint az el6z6 esetben). Ekkor lesz tehét a fenti Gsszeg a lehets legkisebb, minden més esetben
ennél nagyobb.

Itt is kimutatjuk, hogy n, ,-ra az (v) alatti egyenlStlenségben az egyenlGség all fenn. Ha p+ g < n, akkor ¢ < n—p,
és az (iil) alatti egyenl6tlenséget felhasznalva: ny, ¢ < nyp p—p < 0; €bbél ny , < 0 miatt n, , = 0 kovetkezik. — Ha pedig
p+q > n, akkor T}, ,-t azok az A;41 és B,_; csucst kivagott téglalapok fedik le, melyekre i +1 < p ésn—i < ¢, azaz
amelyekre n — ¢ < i < p — 1. Az ilyen téglalapok szama pedig (p — 1) — (n — g — 1) = p 4+ ¢ — n, amint allitottuk.

Végeredmeényiil tehat a kovetkezdket kaptuk:

Legyenek z; > 29 > ... > z,, valamint y; > y2 > ... > y, pozitiv szdmok, és wuy,us,...,Un aZ Y1,Y2...,Yn
szamok valamely sorrendje. Legyen ezenfeliil M = z1y1 + xay2 + . .. + TpYn €8 M = T1Yp + T2Yn—1+ . . . + ,y1. Ekkor:

m S xiuy + ToUs + ...+ Tpu,y S M,

és egyenlGség a bal, illetve jobb oldalon csak akkor lehet, ha w1 = y,, w2 = yYn-1, ..., U, = yi, illetve ha
ulzyl, UQZyQ, ey un:yn

5. Térjiink ra most az &ltalanos esetre, amikor z;-k és y;-k kozt egyenlék is lehetnek. Fent két helyen hasznaltuk
ki, hogy sem az x;-k, sem az y;-k kozott nem voltak egyenl6k. El6szor akkor, amikor megallapitottuk, hogy az A;
és A;y1, valamint a B; és Bj; pontokon at htizott egyenesek egy téglalapot hataroznak meg. Masodszor, amikor
megéllapitottuk, hogy csak egyetlen olyan eset van, amikor minden 7} , téglalapot pontosan annyi kivagott téglalap
fed le, amennyi egyaltalaban lefedheti (illetve amennyinek feltétleniil le kell fednie). Az els6 esetben felléps probléman
kénnyen lehet segiteni. Nevezetesen csak azon A; és B; pontok esetében készitjiik el a T; ; téglalapokat, amikor ez
lehetséges, azaz ha x; # =41 és y; # yj+1. Ezutan a bizonyitas sz6 szerint igy megy, mint a targyalt esetben, egészen
addig, amig a méasodik probléma nem 1ép fel. Annak a bizonyitasa, hogy xquq + zous + ... + x,u, nem lehet nagyobb,
mint x1y1 +2T2y2+. . . +TnYn, illetve nem lehet kisebb, mint =y, + x2yn—1+. . . +2,y1, ugyancsak nem okoz problémaét.
Hiszen a megfelel6 helyen megallapitottuk, hogy a térgyalt esetekben minden 7}, , téglalap pontosan annyiszor van
lefedve, ahanyszor egyaltalaban lefedhetd (illetve amennyiszer feltétleniil le kell fedni).

Tegyiik fel, hogy y; # vi+1 pontosan akkor teljesiil, ha z; = ;11 és legyen x; # zj41 = Tj42 = ... = & # Th41
Ha z1u1 + z2uz + ... + zpu, = M, akkor a szerepl§ Osszegnek megfelel§ kivagott téglalapok minden 7}, ,-t pontosan
annyiszor fednek le, amennyiszer az egyaltalaban lehetséges. Vagyis T} ;-t j darab és T}, x-t k darab (k > j). Igy Ty -t
k — j olyan kivagott téglalap fedi le, mely 7} ;-t nem fedi. De ez a k darab téglalap nem fedheti le T} p41-t és Tj41 ;-t
sem, hiszen ezeket legfeljebb j darab kivagott téglalap fedheti le, marpedig a T} ;-t lefedd j szamu téglalap ezeket is
lefedi. Igy a szerepls k — j szamu téglalap megfelels oldalainak hossza xy, illetve yx. Ezen k — j szamu téglalap rendre
az Tj41Ujy1, Ljyoljt2, ..., Trup szorzatnak felel meg. Mivel az wjy1,ujyo,...,u; szdmok mindegyike — mint
lattuk — megegyezik yi-val, ezért w41 = Y41, ..., Uk = Yk. Igy, ha az z;-k és y; — k kozott egyenlSk is lehetnek, de
Y; = Yi+1 pontosan x; = x;11 esetén teljesiil, akkor is érvényes, hogy xi1uj + xous + ... + xu, = M csak akkor lehet,
ha minden ¢ esetén u; = y;. Ugyanigy belathato a hasonlé allitas m-re nézve, ha az y; = y;11 pontosan z,_; = Tp—i+1
esetén teljesiil.

Amennyiben csak azt kotjik ki, hogy 1 2 22 2 ... 2z, ésy1 2 yo = ... = Yy, pozitiv szamok, az

m S zur + ToUus + ..+ Tpuy S M

egyenlGtlenség ugyanigy igazolhato, mint itt tortént. Egyenléség azonban mas esetekben is felléphet.

A fenti modon azt is meg lehet allapitani, hogy mikor lehet egyenlGség. Kimutathatd, hogy egyenlGség csak akkor
lehet (és akkor nyilvan fenn is all az egyenlGség), ha minden z;u; rendre megegyezik valamelyik z;y;-vel (illetve
ZTjYn—j+1 -gyel), mégpedig ugy, hogy mas és mas x;u; -hez mas és mas x;y; (jYn—j+1) taldlhato, amellyel megegyezik.



