
Gyakran meg�gyelhet® hosszú zsinóron függ® testeken, így pl. darukon lógó terheken, súlyosabb 
sillárokon, hogy

felfüggeszt® zsinórjuk körül lassú forgásszer¶ leng®mozgást végeznek. Hasonló mozgást végez az ide-oda forgó játék-

tár
sa is, amelyet keménypapír korongból, vagy nagyobb átmér®j¶ gombból és rajta átf¶zött kett®s fonálból annak

idején talán magunk is készítettünk. El®ször néhányszor meg
savartuk a tár
sát a kifeszített fonálpár körül, majd

ütemesen húzogatva a fonál két végét, ismétl®d® és váltakozó irányú forgómozgását feler®sítettük és fenntartottuk.

Akárhányszor látunk felnyitott óraszerkezetet, azonnal megragadja �gyelmünket az ide-oda járó billeg® kerék is. Az

ilyen fajta mozgások meg�gyelésének eredményét hasznosították ugyanis az órások, amikor az ismétl®d® mozgást végz®

leng®inga helyett a hordozható órákba is beszerelhet® leng®kereket, a billeg®t alkalmazták.

1. ábra

E mozgásokkal szoros kap
solatban van az a meg�gyelés is, hogy pl. fúrók és még inkább fúrótornyok fúróhegyei a

nagy 
savaró igénybevétel folytán tengelyük körül jelent®sen el
savarodnak. Hasonló történik gépek tengelyes er®átvi-

telénél is. Tengelyek ilyenfajta, sokszor nem kedvez® el
savarodását a tervez®nek a méretezésnél megfelel®en �gyelembe

kell vennie.

A két összefügg® jelenség beható vizsgálata olyan eredményekre vezetett, amelyek lehet®vé tették a 
savaró igény-

bevételnél a helyes méretezést, és igen érzékeny tengely körül leng® rendszerek és eszközök (pl. torziós ingák, galvano-

méterek) szerkesztését. Az utóbbiak széles kör¶ alkalmazása pedig jelent®s mértékben el®bbre vitte a méréste
hnika

fejl®dését.

Hogy ezen ún. torziós jelenségek lényegét és a jelenségen alapuló m¶szereket, ill. méréseket megértsük, vizsgáljuk

meg el®ször a 
savaró igénybevétel tulajdonságait.

A 
savaró igénybevétel

Ha egyik végén rögzített szilárd testet, pl. rudat, drótot, pál
át vagy szalagot hossztengelye körül kissé elforgatunk,

a tengelyre mer®leges szomszédos rétegek egymáshoz képest egyenl® mértékben elfordulnak. Az elfordulás szöge (α)

elég kis szögelfordulás esetén (a rugalmasság határa alatt) a tapasztalat szerint arányos a m¶köd® forgatónyomatékkal

(F = P̺), a szál hosszával (l), hengeres szál esetén fordítottan arányos az r sugár negyedik hatványával és függ az

anyagi min®ségt®l:

2. ábra

(1) α = β
2Fl

r4π
.

Itt β a 
savarás rugalmassági együtthatója, amely anyagonként más és más. Használatos ennek re
iprokra is, a torzió

modulusz (G):

(2) G =
1

β
.

Az elforgatás során a szálban rugalmas feszültség ébred, amely az elforgatást akadályozni és az elforgató hatás

megsz¶nése után az eredeti nyugalmi állapotot visszaállítani igyekszik. Ez a rugalmas feszültség a szomszédos rétegek

része
skéinek összetartó erejéb®l származik és nagysága (1)-b®l kifejezve:

(3) F =
1

β

r4π

2l
α.

Mivel az el
savart szálban ébred® rugalmas feszültség kismérték¶ el
savarás esetén az elforgatási szöggel egyenesen

arányos és az el
savarást okozó forgatónyomatékkal ellenkez® irányú, vagyis Fr = −F , így ez is harmonikus rezg®mozgás

lineáris er®törvényéhez hasonló

(4) Fr = −D∗α
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lineáris forgatónyomaték-törvényt jelent. A D∗

az ún. �direk
iós forgatónyomaték�, amely az egységnyi szögelfordulás-

hoz szükséges forgatónyomatékot jelenti, és esetünkben (3) alapján a szál adataival kifejezve:

(5) D∗ =
1

β

r4π

2l
.

Egy szál végére er®sített test eszerint kis kitérítés után tengelye körül harmonikus rezg®mozgást, tehát periodikus

forgómozgást, vagy a gyakorlati kifejezéssel élve, torziós lengést végez.

Torziós rendszerek

A legegyszer¶bb ilyen torziós lengéseket végz® eszköz egy vékony szálra függesztett keresztrúd, amelyre megfelel®

módon testek er®síthet®k. Az ilyen felépítés¶ eszközzel szögelfordulás, vagy a lengés lefolyásának megváltozása alapján

kis er®hatások mérhet®k. Az el®bbi esetben torziós mérlegnek, az utóbbi esetben torziós ingának szokás nevezni. Ilyen

eszközöket használt nagy jelent®ség¶ méréseinél pl. Cavendish, Coulomb és Eötvös Loránd. Természetesen létrejöhet

torziós lengés mindkét végén rögzített szál, vagy tengellyel rögzített, de spirál-rugóval torziós lengések végzésére al-

kalmassá tett test esetén is, mint pl. a feszített-szálas galvanométer, ill. az órák billeg® kereke esetében. Az utóbbinál

tulajdonképpen a spirál-rugó nem 
savarási, hanem hajlítási igénybevételnek van kitéve. Biztonságos rugóvastagság

esetén azonban így lehet 
sak kell® kis érték¶vé tenni a rendszer torzió moduluszát.

A torziós lengések fontos jellemz®je a lengésid® (T ). Ennek mérésével meghatározhatjuk a leng®rendszer egyéb

olyan jellemz®it, amelyek a lengésid®vel összefüggésben vannak. Meg kell vizsgálnunk tehát, hogy a lengés mit®l és

milyen módon függ, továbbá meg kell állapítanunk ezen mennyiségek és a lengésid® között az összefüggést.

Párhuzam a haladó- és forgómozgás jelenségei közt

Kit¶zött feladatunkat könnyen megoldhatjuk, ha megvizsgáljuk azt, hogy a 
savarási igénybevétel és a torziós

lengés milyen ismert jelenségekkel van analógiában.

4. ábra

Írjuk fel ezért a Hooke-törvény alapján valamely l hosszúságú, q keresztmetszet¶ és ε rugalmassági együtthatóval

rendelkez® pál
ában az y hosszmenti megnyúlás vagy összenyomás esetén fellép® Pr ellener® nagyságát:

(6) |Pr| =
1

ε

q

l
y.

Ezt (3)-mal összehasonlítva könny¶ észrevenni, hogy a 
savarási igénybevétel a húzási-nyomási igénybevételnek a

forgómozgásbeli megfelel®je. Minthogy a pál
ában fellép® ellener® a kitéréssel arányos és azzal ellentétes irányú, ez

éppen a harmonikus rezg®mozgás

(7) Pr = −Dy

er®törvényének felel meg. A rugalmas pál
ában tehát egy hosszirányú P er®lökés esetén

(8) D =
1

ε

q

l

direk
iós er® értékkel ugyanilyen irányú harmonikus rezg®mozgás jön létre. A forgómozgásnál ennek megfelel®je a

torziós lengés

(

(4), (5)

)

.

Tekintettel arra, hogy a harmonikus rezg®mozgásnál a rezgésid®t meg tudjuk határozni, próbáljuk párhuzamunkat

továbbvinni, és a haladó mozgás összefüggéseibe a forgómozgás megfelel® mennyiségeit helyettesítve a lengésid®t a
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torziós lengés esetére ebb®l meghatározni. A harmonikus rezg®mozgás esetén a D direk
iós er® a mozgástörvényb®l a

következ®képpen fejezhet® ki:

(9) D = m
4π2

T 2
.

Ebb®l a rezgésid®

(10) T = 2π

√

m

D
.

Helyettesítsük ebbe (8) alapján a direk
iós er®nek a pál
a adataival kifejezett értékét és vezessük be itt is szokás szerint

a rugalmassági együttható helyett az E rugalmassági moduluszt:

(11) T = 2π

√

ml

Eq
.

Látható, hogy a rezgésid® arányos a hosszúság és a tömeg négyzetgyökével, továbbá fordítva arányos a keresztmetszet

és az E rugalmassági modulusz négyzetgyökével. Az ilyenfajta pál
a menti ún. longitudinális rezgések a hangtanban

fontos szerepet játszanak.

Nézzük meg most, hogy a forgómozgás megfelel® mennyiségeit az el®bbi összefüggésekbe helyettesítve hogyan

kaphatjuk meg a lengésid®t. El®ször fejezzük ki (9)-hez hasonlóan a direk
iós forgatónyomatékot a lengésid®vel és az

I tehetetlenségi nyomatékkal:

(12) D∗ = I
4π2

T 2
.

Ebb®l a lengésid®

(13) T = 2π

√

I

D∗
.

Ha most a lengésid® képletében D∗

-nak a rugalmas 
savarásnál érvényes (5) értékét helyettesítjük (2) összefüggés

felhasználásával, akkor a

(14) T = 2π

√

2Il

Gr4π

összefüggést nyerjük. Ez megadja egy torziós rugalmassága folytán periodikus forgómozgást végz® test lengésidejét

a test (inga) geometriai adatai, tehetetlenségi nyomatéka és torzió modulusza segítségével. Eszerint a T lengésid® a

rendszer tehetetlenségi nyomatékának és a szál hosszának négyzetgyökével egyenesen, a szál sugarának második hat-

ványával és a torzió modulusz négyzetgyökével pedig fordítottan arányos. Figyelemre méltó, hogy a sugár változásával

igen érzékenyen változik a lengésid®. Pl. tízszer kisebb sugár esetén százszor nagyobb a lengésid®.

A párhuzam végigvitele eredménnyel járt, rendelkezésünkre áll a lengésid® képlete. A hasonlatot kiterjesztve az út-

képletre még beláthatjuk, hogy e mozgás útképlete is sin függvénnyel írható le. Azonban ennél többet is mondhatunk.

Magasabb számításte
hnikával igazolható, hogy bármilyen jelenség, amelynél a harmonikus rezg®mozgás er®törvényé-

hez hasonló összefüggés érvényes, leírható sin függvénnyel, továbbá a rezgésid®re hasonló módon összefüggés nyerhet®

(pl. az elektromos rezgések feszültség-id® függése, a rezg®körre vonatkozó Thomson-féle rezgésid® képlet).

Alkalmazások

Ezek után nézzük meg, hogy milyen feladatok megoldására alkalmas a torziós rendszer. Az egyik nagy terület az,

ahol mint torziós mérleg használatos a ki
siny forgatónyomaték, ill. er®k mérése. A mérleg érzékenységét növelhetjük

azáltal, hogy elég kis szálkeresztmetszet¶; nagy szakítószilárdságú anyagból készült szálat (pl. kvar
 vagy platinaszálat)

használunk, és a szögelfordulást tükrös leolvasással végezzük. A tükrös leolvasás úgy történik, hogy táv
s®vel nézünk a

szálra er®sített ki
siny tükörben egy skálát. Ilyen eszközzel lehet gravitá
iós, elektromos, mágneses, ill. súrlódási er®ket

mérni, vagy ezáltal más mennyiségeket is, mint pl. áramlási sebességet vagy elektromos áramot (galvanométerek). A

tengelyes árammér® m¶szerek is ilyen áram hatására létrejöv® és ezzel arányos szögelfordulást visznek mutatóra. Hasz-

nálatosak ki
siny tömegek mérésére is érzékeny torziós mérlegek, amelyek egy spirálrugóval egyensúlyozott, tengellyel

rögzített karból állnak.

5. ábra
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Ezen statikusnak nevezhet® alkalmazások mellett a torziós inga lengésekkel kap
solatos dinamikus alkalmazásai is

jelent®sek. Ezeknél id®mérésre vezetjük vissza a mérni kívánt mennyiséget. A lengésid® mérésével ugyanis a (14) össze-

függésben szerepl® és a velük további összefüggésben álló minden mennyiség mérésére lehet®ség nyílik. Ha �gyelembe

vesszük azt, hogy a lengésid® kisebb elfordulás esetén, akár
sak a harmonikus leng®mozgás esetében, független az

amplitúdótól, akkor lehet®vé válik, hogy a lengésid®t nagyszámú lengés együttes idejéb®l határozzuk meg. Így a több

lengésid® együttes mérésénél elkövetett, de egy lengés mérésénél elkövetett hibával megegyez® hibának 
sak egy része

jut a lengésid®re, vagyis a lengésid® hibájának értéke annyiszor lesz kisebb, ahány lengésb®l meghatároztuk. Ezzel a

mérni kívánt mennyiség mérési pontosságát jelent®sen, a 
sillapodás okozta korlátig fokozhatjuk.

6. ábra

Torziós ingával nagy pontossággal mérhet® a tehetetlenségi nyomaték és a torzió modulusz. Ezt a továbbiakban

részletesen tárgyaljuk. Nagy pontossággal mérhet®k ugyan
sak az egyes ki
siny térer®sségek lengésid® mérésével. Eöt-

vös Loránd a gravitá
iós állandó mérésére dolgozott ki egy ilyen elven m¶köd® igen érzékeny eljárást. A nagyon �nom

drótszálon függ® torziós ingát két ólomhasáb közé helyezte egyszer a hasábokat összeköt® távolságra mer®leges, majd

ezzel párhuzamos egyensúlyi helyzetben. Mindkét esetre mérve a lengésid®t, a mer®leges helyzetben nagyobb T érté-

ket kapott, mivel a vonzóer® a kitérési szöget növelni igyekszik és ilyenkor a szál forgatónyomatékához hozzáadódik.

Ez olyan, mintha a szál D∗

direk
iós forgatónyomatéka kissé le
sökkent volna. Párhuzamos esetben éppen ellenkez®

szerepe volt a hasáboknak. Az észlelt lengésid®kb®l és a geometriai adatokból a gravitá
iós állandó kiszámítható.

Alkalmazzák a torziós ingát a folyadékok folyékonyságára jellemz® bels® súrlódás mérésénél, ahol a forgástengelye

körül lengetett hengerben lev® folyadék fékez® hatása a lengésid® megváltozásában jelentkezik. Különböz® 
sillapítás-

méréseknél szintén nélkülözhetetlen a torziós inga. Méréseredményeib®l még az anyag szabályos felépítését®l való

eltérésekre, a kristály-rá
sszerkezetének hibáira is következtethetünk. Ilyen méréseknél a vizsgálandó anyagból készítik

a nagy tömeg¶ torziós inga szálát. Mindezeken túlmen®en a módszer oly érzékennyé tehet®, hogy vele a ki
siny

fénykorpuszkulák be
sapódásából ered® fénynyomás is mérhet®vé válik (Lebegyev kísérlete). Az érzékenység itt a

lengés ütemében történ® periodikus megvilágítással igen nagy mértékben fokozható. Legmindennaposabb használata

természetesen az egyszer¶ id®mérésnél az id®jelz® órákban van, ahol a kis billeg® kerék nem más, mint egy kis torziós

inga, amelyet spirál rugó tesz a tengely körül leng®képessé. Az inga lengéseit egy számláló szerkezet, maga az óra

számlálja, és az eredményt mutatóval jelzi. A hajszálrugók feszességének szabályozásával a D∗

változtatása által

elérhetjük azt, hogy óránk pontosan jár.

A torzió modulusz mérése

Az el®bbi gondolatmenet során közelebbr®l megismertük a torziós jelenségeket, összefüggéseiket, ezek érvényessé-

gének feltételeit és az alkalmazásokat. Láttuk, hogy ezeknél a torziós tulajdonság jellemzésére a 
savarás rugalmassági

együtthatója, vagy még inkább ennek re
iproka, a torzió modulusz szolgál. Érthet® tehát, hogy ennek ismerete a kü-

lönböz® m¶szaki 
savaró igénybevételeknél használt anyagok és torziós m¶szerek szálanyagainak helyes megválasztása

szempontjából egyaránt fontos. Ezért az egyes anyagok torzió modulusz értékét az elérhet® legnagyobb pontossággal

már el®re megmérik. Egységei a din/
m

2
, a kp/
m

2
, ill. kp/mm

2
. A továbbiakban megvizsgáljuk, hogy milyen mérési

módszerek kínálkoznak a torzió modulusz meghatározására.

Az (1) összefüggés torzió moduluszra kifejezett alakja,

(15) G =
2

π

lF

r4α


savaró igénybevétel alapján sztatikusan ad lehet®séget a meghatározásra. Ennél a geometriai adatokon kívül a

m¶köd® forgatónyomatékot és a szögelfordulást is mérni kell. Az utóbbiak pontos mérése nehéz.

Meghatározható a torzió modulusz az anyagminta száljából készített torziós inga segítségével a (14)-b®l nyert

(16) G = 8π
lI

r4T 2

összefüggés alapján dinamikus módszerrel is, ha a torziós inga szálára akasztott test I tehetetlenségi nyomatéka ismert

és ehhez képest a szál tehetetlenségi nyomatéka elhanyagolható. Ilyen mérésnél a geometriai adatokon kívül még a

lengésid®t kell mérni. Az utóbbi óriási pontossággal mérhet®, de a tehetetlenségi nyomaték a mérése és az elhanyagolás

során adódó kisebb pontossága miatt a G érték pontosságát er®sen korlátozza.

Akkor is meghatározható azonban torziós ingával a G, ha ismeretlen a test tehetetlenségi nyomatéka és nem ha-

nyagolható el a szál tehetetlenségi nyomatéka sem. Az ehhez felhasználandó új összefüggéshez a forgómozgást végz®

test tehetetlenségi nyomatékának a tengely körüli tömegeloszlástól való függését leíró fontos szabály, a Steiner-tétel
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birtokában juthatunk el. A Steiner-tétel kimondja, hogy egy test valamely tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyo-

matéka megegyezik a szóban forgó tengellyel párhuzamos, súlyponton átmen® tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi

nyomaték, I0 és a test e két tengelye közti távolság (s) négyzetével szorzott tömegének (m) összegével. Képletben:

(17) I = I0 +ms2.

A tétel könnyen belátható, ha arra gondolunk, hogy egy merev test er® hatására úgy mozog, mintha súlyponton

egyesített tömegére a súlypontban támadó er® m¶ködne. Az I0 súlyponton átmen® tengelyre vonatkoztatott tehetet-

lenségi nyomaték a test tömegeloszlásától függ® állandó érték. Ha a tengely nem a súlyponton megy át, a mozgás

szempontjából a súlypontba egyesítve képzelt össztömeg a súlyponttól s távolságra lévén ms2 tehetetlenségi nyomaté-

kot jelent. Ehhez azonban még hozzá kell vennünk a valóságos tömegeloszlásból származó, súlyponton átmen® tengelyre

vonatkoztatott I0 tehetetlenségi nyomatékot, és így épp a tételben kimondott összefüggést nyerjük.

E tétel birtokában keresünk tehát a torzió moduluszra összefüggést, amelyben I már nem szerepel. A gondolatmenet

a következ®. Két egyenl® m tömeget er®sítünk ingánkra a forgástengelyt®l s1 távolságra és mérjük a T1 lengésid®t.

Ezután a két tömeget s2 távolságra téve újra mérjük az ehhez tartozó T2 lengésid®t. A szál hosszának (l), sugarának

(r) és ezen öt adatnak (m, s1, s2, T1, T2,) a mérésével a G már számolható.

7. ábra

Az els® esetben ugyanis az össz-tehetetlenségi nyomaték, I1 nem más, mint az üres inga tehetetlenségi nyomatékának

(I
ü

) és a tengelyt®l s1 távolságra lev® m tömegek tehetetlenségi nyomatékának összege. Az utóbbi pedig a Steiner-tétel

alapján azm tömegek súlypont körüli tehetetlenségi nyomatékának (Im) és a súlypont-tengelytávolság (s1) négyzetével

szorzott tömegértékek összegezésével nyerhet®.

Tehát

(18) I1 = I
ü

+ 2Im + 2ms21.

Ugyanígy a második esetben

(19) I2 = I
ü

+ 2Im + 2ms2
2
.

és a két egyenlet megfelel® oldalainak különbsége

(20) I2 − I1 = 2m(s22 − s21).

Ezen két esetben a lengésid® összefüggéseink négyzetének különbsége (14) szerint

(21) T 2

2
− T 2

1
=

4π2 · 2l

Gr4π
(I2 − I1).

Az imént (20) meghatározott I2 − I1 különbséget ide helyettesítve

(22) T 2

2
− T 2

1
=

8πl

Gr4
· 2m(s2

2
− s2

1
).

Ebb®l G torzió moduluszt kifejezve nyerjük a keresett összefüggést:

(23) G =
16πlm(s2

2
− s2

1
)

r4(T 2

2
− T 2

1
)

,

amelyben már semmiféle tehetetlenségi nyomaték nem szerepel. Ehelyett megjelent a tömeg és az s1, ill. s2 távolság,

amelyek viszont jól mérhet®k.

Keglevi
h László
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