Gyakran megfigyelhet6 hosszu zsinéron fliggd testeken, igy pl. darukon 16g6 terheken, sulyosabb csillarokon, hogy
felfliggesztd zsinérjuk koriil lassi forgasszerd lengémozgast végeznek. Hasonldé mozgast végez az ide-oda forgd jaték-
tarcsa is, amelyet keménypapir korongbol, vagy nagyobb atmér6ji gombbol és rajta atfizott kettds fonalbél annak
idején talan magunk is készitettiink. ElGszor néhanyszor megesavartuk a tarcsat a kifeszitett fonalpar koriil, majd
iitemesen huzogatva a fonal két végét, ismétlsds és valtakozo irdnyu forgomozgasat felerGsitettiik és fenntartottuk.
Akarhanyszor latunk felnyitott éraszerkezetet, azonnal megragadja figyelmiinket az ide-oda jaré billegs kerék is. Az
ilyen fajta mozgasok megfigyelésének eredményét hasznositottak ugyanis az 6rasok, amikor az ismétl6dé mozgast végzo
leng6inga helyett a hordozhat6 érakba is beszerelhets lengGkereket, a billeg6t alkalmaztak.

X 1. dbra

E mozgasokkal szoros kapcsolatban van az a megfigyelés is, hogy pl. farék és még inkabb farétornyok fardhegyei a
nagy csavar6 igénybevétel folytan tengelyiik koriil jelentGsen elcsavarodnak. Hasonlo torténik gépek tengelyes erGatvi-
telénél is. Tengelyek ilyenfajta, sokszor nem kedvez elcsavarodéasat a tervezének a méretezésnél megfelelGen figyelembe
kell vennie.

A két Osszefiiggd jelenség behatd vizsgalata olyan eredményekre vezetett, amelyek lehetvé tették a csavard igény-
bevételnél a helyes méretezést, és igen érzékeny tengely koriil leng6 rendszerek és eszk6zok (pl. torzids ingéak, galvano-
méterek) szerkesztését. Az utobbiak széles kord alkalmazasa pedig jelent&s mértékben elgbbre vitte a méréstechnika
fejlédéseét.

Hogy ezen un. torzids jelenségek lényegét és a jelenségen alapul6é miszereket, ill. méréseket megértsiik, vizsgaljuk
meg elGszor a csavard igénybevétel tulajdonsagait.

A csavar¢ igénybevétel

Ha egyik végén rogzitett szilard testet, pl. rudat, drétot, palcat vagy szalagot hossztengelye koriil kissé elforgatunk,
a tengelyre mer6leges szomszédos rétegek egymashoz képest egyenld mértékben elfordulnak. Az elfordulés szoge (o)
elég kis szogelfordulas esetén (a rugalmassag hatara alatt) a tapasztalat szerint ardnyos a miikods forgatonyomatékkal
(F = Pyp), a szal hosszaval (1), hengeres szal esetén forditottan ardnyos az r sugar negyedik hatvanyaval és fligg az
anyagi mingségtol:

(1) a=fF—.

Itt B a csavaras rugalmassagi egyiitthatdja, amely anyagonként més és més. Hasznélatos ennek reciprokra is, a torzi
modulusz (G):

(2) G=-.
g

Az elforgatas soran a szdlban rugalmas fesziiltség ébred, amely az elforgatést akadalyozni és az elforgatd hatas

megszlinése utan az eredeti nyugalmi allapotot visszaallitani igyekszik. Ez a rugalmas fesziiltség a szomszédos rétegek

részecskéinek Osszetartod erejébdl szarmazik és nagyséaga (1)-bol kifejezve:
1rim

3 F=——a.

(3) T

Mivel az elcsavart szalban ébredd rugalmas fesziiltség kismértéki elcsavaras esetén az elforgatasi szoggel egyenesen
aranyos és az elcsavarast okozoé forgatényomatékkal ellenkezé iranyu, vagyis F,. = —F', igy ez is harmonikus rezgémozgés
linearis erétorvényéhez hasonld

(4) F, = —D*a



linearis forgatonyomaték-torvényt jelent. A D* az un. ,direkciés forgatonyomaték”, amely az egységnyi szogelfordulés-
hoz sziikséges forgatonyomatékot jelenti, és esetiinkben (3) alapjan a szal adataival kifejezve:

1r4r
5 pr =217
(5) 5730
Egy szal végére erdsitett test eszerint kis kitérités utan tengelye koriil harmonikus rezgémozgést, tehat periodikus
forgomozgast, vagy a gyakorlati kifejezéssel élve, torzids lengést végez.

Torzibés rendszerek

A legegyszertiibb ilyen torzios lengéseket végzs eszkoz egy vékony szalra fiiggesztett keresztrid, amelyre megfelels
modon testek erdsithet6k. Az ilyen felépitési eszkozzel szogelfordulés, vagy a lengés lefolyasanak megvaltozasa alapjan
kis er6hatasok mérhetSk. Az el6bbi esetben torzids mérlegnek, az utobbi esetben torzids ingdnak szokas nevezni. Ilyen
eszkOzOket hasznélt nagy jelentségi méréseinél pl. Cavendish, Coulomb és E6tvos Lorand. Természetesen létrejohet
torzios lengés mindkét végén rogzitett szal, vagy tengellyel rogzitett, de spirdl-rugéval torzids lengések végzésére al-
kalmassa tett test esetén is, mint pl. a feszitett-szalas galvanométer, ill. az 6rak billegé kereke esetében. Az utdbbinal

3fa dbra 3/b dbra

A torzios lengések fontos jellemzGje a lengésidé (T'). Ennek mérésével meghatarozhatjuk a lengGrendszer egyéb
olyan jellemzGit, amelyek a lengésidével Osszefiiggésben vannak. Meg kell vizsgalnunk tehat, hogy a lengés mit6l és
milyen modon fiigg, tovabba meg kell allapitanunk ezen mennyiségek és a lengésid kozott az Osszefiiggést.

Parhuzam a haladé- és forgémozgas jelenségei kozt

Kittzott feladatunkat kdnnyen megoldhatjuk, ha megvizsgaljuk azt, hogy a csavarési igénybevétel és a torziods
lengés milyen ismert jelenségekkel van analogidban.

p X Y
—

hnl-————l-——lj' 4. dbra

Irjuk fel ezért a Hooke-térvény alapjan valamely [ hossztisagi, g keresztmetszetti és ¢ rugalmassagi egyiitthatoval
rendelkezs palcaban az y hosszmenti megnytlas vagy Osszenyomaés esetén felléps P, ellenerd nagysagat:

lq
6 P ==-=y.
(6) Pl =22y
Ezt (3)-mal Osszehasonlitva konnyd észrevenni, hogy a csavarési igénybevétel a huzasi-nyomaési igénybevételnek a
forgomozgasbeli megfelelGje. Minthogy a palcaban felléps ellenerd a kitéréssel aranyos és azzal ellentétes iranyu, ez
éppen a harmonikus rezgémozgas

(7) PT:_Dy

erGtorvényének felel meg. A rugalmas péalcaban tehat egy hossziranyu P er6lokés esetén

lq

8 D==-=

(8) =7

direkciods erd értékkel ugyanilyen irdnyd harmonikus rezgémozgés jon létre. A forgomozgasnal ennek megfelelGje a
torzios lengés ((4), (5)).

Tekintettel arra, hogy a harmonikus rezgémozgasnal a rezgésid6t meg tudjuk hatarozni, probaljuk parhuzamunkat

tovabbvinni, és a haladé mozgas Gsszefiiggéseibe a forgémozgas megfelel6 mennyiségeit helyettesitve a lengésidét a



torzids lengés esetére ebbdl meghatérozni. A harmonikus rezgémozgas esetén a D direkcios erd a mozgastorvénybdl a
kovetkezSképpen fejezhetd ki:

(9) D=m—

Ebbdl a rezgésids

(10) T = 27r\/g.

Helyettesitsiik ebbe (8) alapjan a direkcios erének a palca adataival kifejezett értékét és vezessiik be itt is szokds szerint
a rugalmassagi egyiitthato helyett az E rugalmassagi moduluszt:

ml

(11) T =27 B
Lathato, hogy a rezgésidé ardnyos a hosszisag és a tomeg négyzetgyokével, tovabba forditva aranyos a keresztmetszet
és az F rugalmassagi modulusz négyzetgyokével. Az ilyenfajta palca menti tn. longitudinalis rezgések a hangtanban
fontos szerepet jatszanak.

Nézziik meg most, hogy a forgomozgas megfelel6 mennyiségeit az el6bbi Osszefiiggésekbe helyettesitve hogyan
kaphatjuk meg a lengésid6t. Elgszor fejezziik ki (9)-hez hasonloan a direkcios forgatonyomatékot a lengésidével és az
I tehetetlenségi nyomatékkal:
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Ebbél a lengeésids
1
1 T =2m\| —.
(13) ™ o

Ha most a lengésids képletében D*-nak a rugalmas csavarasndl érvényes (5) értékét helyettesitjiik (2) Osszefiiggés
felhasznalasaval, akkor a
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Osszefiiggést nyerjiik. Ez megadja egy torzidés rugalmassiga folytan periodikus forgdémozgast végzé test lengésidejét
a test (inga) geometriai adatai, tehetetlenségi nyomatéka és torzi6 modulusza segitségével. Eszerint a T' lengésids a
rendszer tehetetlenségi nyomatékanak és a szal hosszanak négyzetgydkével egyenesen, a szal sugaranak masodik hat-
vanyaval és a torzidé modulusz négyzetgyokével pedig forditottan aranyos. Figyelemre mélto, hogy a sugar valtozasaval
igen érzékenyen valtozik a lengésids. Pl. tizszer kisebb sugér esetén szizszor nagyobb a lengésidé.

A parhuzam végigvitele eredménnyel jart, rendelkezésiinkre 4ll a lengésids képlete. A hasonlatot kiterjesztve az uat-
képletre még belathatjuk, hogy e mozgas utképlete is sin fiiggvénnyel irhato le. Azonban ennél tébbet is mondhatunk.
Magasabb szamitastechnikaval igazolhatd, hogy barmilyen jelenség, amelynél a harmonikus rezgémozgas er6torvényé-
hez hasonlo Osszefiiggés érvényes, leirhato sin fiiggvénnyel, tovabba a rezgésidére hasonlé modon Osszefiiggés nyerhetd
(pl. az elektromos rezgések fesziiltség-ido fliggése, a rezgbkorre vonatkozo Thomson-féle rezgésidé képlet).

Alkalmazasok

(14) T=2m

Ezek utan nézziik meg, hogy milyen feladatok megoldasara alkalmas a torzios rendszer. Az egyik nagy teriilet az,
ahol mint torzids mérleg hasznalatos a kicsiny forgatonyomaték, ill. er6k mérése. A mérleg érzékenységét novelhetjiik
azaltal, hogy elég kis szalkeresztmetszet; nagy szakitoszilardsaga anyagbol késziilt szalat (pl. kvarc vagy platinaszalat)
hasznélunk, és a szogelfordulast tiikkros leolvasassal végezziik. A tiikros leolvasas ugy torténik, hogy tavesGvel néziink a
szalra erGsitett kicsiny tiikorben egy skalat. Ilyen eszkozzel lehet gravitacios, elektromos, magneses, ill. siurlédéasi eréket
mérni, vagy ezaltal mas mennyiségeket is, mint pl. dramlési sebességet vagy elektromos aramot (galvanomeéterek). A
tengelyes &ramméré miszerek is ilyen aram hataséara létrejove és ezzel aranyos szogelfordulast visznek mutatéra. Hasz-
nalatosak kicsiny tomegek mérésére is érzékeny torzios mérlegek, amelyek egy spirdlrugéval egyensulyozott, tengellyel
rogzitett karbol allnak.

5. dbra



Ezen statikusnak nevezheté alkalmazasok mellett a torzids inga lengésekkel kapcsolatos dinamikus alkalmazdsai is
jelentGsek. Ezeknél id6mérésre vezetjiik vissza a mérni kivant mennyiséget. A lengésidd mérésével ugyanis a (14) Gssze-
fiiggésben szerepld és a veliik tovabbi Osszefiiggésben allé6 minden mennyiség mérésére lehetGség nyilik. Ha figyelembe
vessziik azt, hogy a lengésidd kisebb elfordulas esetén, akircsak a harmonikus lengémozgés esetében, fiiggetlen az
amplitudotol, akkor lehetve valik, hogy a lengésid6t nagyszamu lengés egyiittes idejéb6l hatarozzuk meg. Igy a tébb
lengésids egylittes mérésénél elkovetett, de egy lengés mérésénél elkovetett hibaval megegyezd hibanak csak egy része
jut a lengésidére, vagyis a lengésid6 hibajanak értéke annyiszor lesz kisebb, ahény lengésb&l meghataroztuk. Ezzel a
mérni kivant mennyiség mérési pontossagat jelentGsen, a csillapodés okozta korlatig fokozhatjuk.

6. dbra

Torziés ingaval nagy pontossidggal mérhets a tehetetlenségi nyomaték és a torzi6 modulusz. Ezt a tovabbiakban
részletesen targyaljuk. Nagy pontossaggal mérheték ugyancsak az egyes kicsiny térerdsségek lengésidé mérésével. Eot-
vos Lorand a gravitacios alland6 mérésére dolgozott ki egy ilyen elven mikods igen érzékeny eljarast. A nagyon finom
drotszalon fliggs torzios ingat két olomhasab kozé helyeste egyszer a hasdbokat 6sszekotd tavolsdgra merdleges, majd
ezzel parhuzamos egyensilyi helyzetben. Mindkét esetre mérve a lengésidét, a merdleges helyzetben nagyobb T' érté-
ket kapott, mivel a vonzoerd a kitérési szoget novelni igyekszik és ilyenkor a szal forgatonyomatékihoz hozzaadodik.
Ez olyan, mintha a szal D* direkcios forgatonyomatéka kissé lecsokkent volna. Parhuzamos esetben éppen ellenkezd
szerepe volt a hasdboknak. Az észlelt lengésid6kbdl és a geometriai adatokbol a gravitacios allando kiszamithato.

Alkalmazzak a torzios ingéat a folyadékok folyékonysagara jellemzd bels6 surlédas mérésénél, ahol a forgastengelye
koriil lengetett hengerben levé folyadék fékezs hatasa a lengésidé megvaltozasaban jelentkezik. Kiilonb6zs csillapitas-
méréseknél szintén nélkiilozhetetlen a torzios inga. Méréseredményeibsl még az anyag szabalyos felépitésétsl vald
eltérésekre, a kristaly-racsszerkezetének hibaira is kovetkeztethetiink. Ilyen méréseknél a vizsgalando6 anyagbol készitik
a nagy tomegi torzids inga szalat. Mindezeken tdlmenden a modszer oly érzékennyé tehets, hogy vele a kicsiny
fénykorpuszkuldk becsapodasabol ereds fénynyomas is meérhetévé vélik (Lebegyev kisérlete). Az érzékenység itt a
lengés {itemében torténd periodikus megvildgitassal igen nagy mértékben fokozhat6. Legmindennaposabb hasznélata
természetesen az egyszert id6mérésnél az idGjelzé 6rakban van, ahol a kis billegs kerék nem més, mint egy kis torzids
inga, amelyet spirdl rugd tesz a tengely koriil lengSképessé. Az inga lengéseit egy szamlalo szerkezet, maga az ora
szamléalja, és az eredményt mutatoval jelzi. A hajszalrugok feszességének szabalyozésaval a D* valtoztatasa altal
elérhetjiik azt, hogy érank pontosan jar.

A torzié modulusz mérése

Az el6bbi gondolatmenet soran kozelebbrsl megismertiik a torzids jelenségeket, Osszefliggéseiket, ezek érvényessé-
gének feltételeit és az alkalmazasokat. Lattuk, hogy ezeknél a torziés tulajdonséig jellemzésére a csavaréds rugalmassagi
egyiitthatoja, vagy még inkdbb ennek reciproka, a torzié modulusz szolgal. Erthets tehat, hogy ennek ismerete a kii-
16nb6z6 miszaki csavaré igénybevételeknél hasznalt anyagok és torzidés miszerek szalanyagainak helyes megvalasztasa
szempontjabol egyarant fontos. Ezért az egyes anyagok torzié modulusz értékét az elérhets legnagyobb pontossaggal
mar el6re megmeérik. Egységei a din/ cm2, a kp/ cm2, ill. kp/ mm?. A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy milyen mérési
modszerek kindlkoznak a torzié modulusz meghatarozéasara.

Az (1) Gsszefiiggeés torzio moduluszra kifejezett alakja,

2 IF
15 G=2_"_
(15) T ria

csavard igénybevétel alapjan sztatikusan ad lehetGséget a meghatarozasra. Ennél a geometriai adatokon kiviil a
mikdds forgatonyomatékot és a szogelfordulast is mérni kell. Az utébbiak pontos mérése nehéz.

Meghatarozhato a torzio modulusz az anyagminta szaljabol készitett torzids inga segitségével a (14)-bol nyert

I

Osszefiiggés alapjan dinamikus moédszerrel is, ha a torziés inga szalara akasztott test I tehetetlenségi nyomatéka ismert
és ehhez képest a szél tehetetlenségi nyomatéka elhanyagolhat6. Ilyen mérésnél a geometriai adatokon kiviil még a
lengésid6t kell mérni. Az utobbi 6riasi pontossaggal mérhets, de a tehetetlenségi nyomaték a mérése és az elhanyagolas
soran adodo kisebb pontossaga miatt a G érték pontossagat erGsen korlatozza.

Akkor is meghatarozhat6é azonban torzids ingéval a GG, ha ismeretlen a test tehetetlenségi nyomatéka és nem ha-
nyagolhato el a szél tehetetlenségi nyomatéka sem. Az ehhez felhasznalando6 aj Gsszefiiggéshez a forgomozgast végzs
test tehetetlenségi nyomatékinak a tengely koriili témegeloszlastol vald fliggését leird fontos szabdly, a Steiner-tétel



birtokaban juthatunk el. A Steiner-tétel kimondja, hogy egy test valamely tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyo-
matéka megegyezik a széban forgé tengellyel parhuzamos, silyponton atmend tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi
nyomaték, Iy és a test e két tengelye kozti tavolsag (s) négyzetével szorzott tomegének (m) osszegével. Képletben:

(17) I =1Iy+ms>

A tétel konnyen belathato, ha arra gondolunk, hogy egy merev test er§ hatasara agy mozog, mintha silyponton
egyesitett tomegére a stulypontban tdmado eré miikédne. Az I siulyponton atmend tengelyre vonatkoztatott tehetet-
lenségi nyomaték a test tomegeloszlasatoél fiiggs allandé érték. Ha a tengely nem a sdlyponton megy at, a mozgas
szempontjabol a stulypontba egyesitve képzelt 6ssztomeg a stlyponttol s tavolsagra lévén ms? tehetetlenségi nyomaté-
kot jelent. Ehhez azonban még hozza kell venniink a valésdgos tomegeloszlasbol szdrmazoé, stilyponton 4tmend tengelyre
vonatkoztatott Iy tehetetlenségi nyomatékot, és igy épp a tételben kimondott Gsszefiiggést nyerjiik.

E tétel birtokdban keresiink tehat a torzié moduluszra 6sszefiiggést, amelyben I mar nem szerepel. A gondolatmenet
a kovetkezs. Két egyenlé m tomeget erdsitiink ingankra a forgastengelyt6l s; tavolsagra és mérjiik a 77 lengésidét.
Ezutan a két tomeget so tavolsagra téve Gjra meérjilk az ehhez tartozd Th lengésidst. A szal hosszanak (1), sugaranak
(r) és ezen Ot adatnak (m, s1, 2, T1, T»,) a mérésével a G mar szamolhato.

5 7. dabra

Az elsé esetben ugyanis az Ossz-tehetetlenségi nyomaték, Iy nem méas, mint az iires inga tehetetlenségi nyomatékanak
(I3) és a tengelytdl sq tavolsagra levs m tomegek tehetetlenségi nyomatékanak Gsszege. Az utébbi pedig a Steiner-tétel
alapjan az m tomegek stlypont koriili tehetetlenségi nyomatékanak (I,,) és a sulypont-tengelytavolsag (s1) négyzetével
szorzott tomegértékek Osszegezésével nyerhetd.

Tehat

(18) Iy = I+ 21, + 2ms3.

Ugyanigy a méasodik esetben

(19) Iy = I+ 21, + 2ms3.

és a két egyenlet megfelels oldalainak kiilénbsége

(20) I, — I = 2m(s3 — s%).

Ezen két esetben a lengésids osszefliggéseink négyzetének kiilonbsége (14) szerint
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(21) Ty =T = (2= L).

Az imént (20) meghatarozott Iy — I; kiilonbséget ide helyettesitve

8l 9 9

(22) T22 - Tf =g 2m(s; — s7)-

Ebbél G torzié moduluszt kifejezve nyerjiik a keresett Osszefiiggést:

16mlm(s3 — s?)
(2 T am-mp

amelyben mar semmiféle tehetetlenségi nyomaték nem szerepel. Ehelyett megjelent a tomeg és az sq, ill. so tavolsag,
amelyek viszont jol mérhetgk.

Keglevich Laszlo



