Néhany olyan kérdésrél lesz sz6, amely a gorbiileti kor és a gorbiileti sugar szerepét mutatja be, egyszersmind
megismerkediink ezekkel a fogalmakkal. Kiindulasul véalasztjuk a homort tiikor képalkotésat. Ismeretes, hogy az r
radiuszi homord gdombtiikor ¢ tavolsdgban levd targyakrél k tavolsagban ad képet és a tengely kdzelében haladd
sugarak esetében jo kozelitésben érvényes ez a torvény:
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f = r/2 neve fokusztavolsag. A tengellyel parhuzamosan beesG sugarak a fokuszpontban talalkoznak visszaversdeés
utan, a fokuszpont tikortsl mért tavolsaga a fokusztavolsag. t és k is a tiikortdl szamitandok.

Most az ellipszoid tiikor viselkedését fogjuk tanulmanyozni. Homoru tiikriink egy forgasi ellipszoid, ennek metszetét
tiinteti fel az 1. 4bra. Ellipszisiink fokuszai Fy és Fs, fél nagytengelye AC = CB = a, fél kistengelye DC = CFE = b,
excentritasa F1C = CF, = c. Ismeretes, hogy a? = b% + 2. Az X ponthoz tartozo vezérsugarak r1 = F1X, ro = Fp X.
Az ellipszis definicioja szerint barmely pontban r1 + 2 = 2a.

1. dbra

Ellipszis alakua tiikriink A csticspont koriili részét hasznaljuk, és az ellipszis nagytengelyén helyezziik el T-ben a
fényforrast. A bel6le kiindulo egyik fénysugar a szoget zar be a tengellyel és X-ben éri el a tlikrot. A beesési merdleges
szerepét most 1 és ro vezérsugarak szogfelezGje (X O) tolti be mint a tiikor érintkezGjének merdlegese, és ez az egyenes
mindegyik vezérsugarral ¢ szoget alkot. Az e beesési szoggel érkezs fénysugar ugyanakkora szoggel verddik vissza, majd
K-ban metszi a tengelyt, 5 szogben. A vezérsugarak szogfelezGje v szogben metszi a tengelyt.

Az OTX4-b6l: e+ a =1,
a KOX4-bol: B=~v+c¢,

Osszegezve: « + = 27.
Tehat v szog « és [ szamtani kozépértéke. Az OF, X, és F10X, elhelyezkedésébdl latszik, hogy + a vezérsugarak A
és p szogének is szamtani kdzépértéke:
2v=X+p,

ezért: a+ B =X+ pu.
Ez minden kozelités nélkiil pontosan igaz.

Ezutan a szogek helyett tavolsagokat hozunk be, de ekkor olyan kozelitéseket kell haszndlnunk, amelyek csak a
tengely kozelében halado fénysugarak esetében engedhetSk meg. ElGszor is a szogek helyébe a tangenseiket irjuk:

tga+tg B =tg A+ tgu,
azutan beirjuk ezek kozelits értékeit az 1. abra alapjan:

ho o ho_ b, h
AT " AK ~ AR, AR

h kiegyszertsithets, ami azt jelenti, hogy képalkotas van, vagyis minden 7-bél kiindulé fénysugar ugyanazon K pont-
ban talalkozik (a kozelitéseket figyelembe véve). Az AT = t tavolsagot targytavolsagnak, az AK = k tavolsagot
képtéavolsdgnak nevezziik. Tovibba AFy = a — ¢, AFs = a + ¢, tehat
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Tehat a targytavolsag és képtavolsag reciprok értékeinek Osszege alland6. Ebben az allandéban

b2
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(2) 0=~
ugyanazt a szerepet tolti be, mint a gémbtikor (1) alatti torvényében a gémb r radiusza. Ha ezzel a p radiusszal

készitiink el egy gombtiikrot, és ellipszis tiikriink helyére tessziik, akkor a képalkotasban semmi kiilonbséget sem



talalunk. o-tol eltérs radiusza gémbok esetében T targy képe K-nal kozelebb vagy tavolabb keletkezne. Valamennyi
létezs kor koziil ez a o radiusza kor simul legjobban az ellipszishez az A cstcspontban, és képalkotas szempontjabol az
ellipszistiikor o radiusza gombtiikorrel potolhato. A (2) szerinti o radiusz neve az A ponthoz tartozéd gorbiileti sugar,
és a vele rajzolt kor (az 1. abran szaggatott vonal) a gorbiileti kor.

Az ellipszis fliggvényébdl kovetkezik, hogy o egyenl a fokuszpontban emelt p = F» P ordinatéaval, az ellipszis ugyne-
vezett paraméterével. Hasonlo szamitast végezhettiink volna el a hiperbolara vonatkozodan is. Szamitasunk tartalmazza
a gombtiikor tavolsig torvényének levezetését is, mert kor esetében a =b=1rés o =r.

Eddigi gondolatmenetiink az ellipszis csticspontjara vonatkozott, de meg kell vizsgélnunk az ellipszis egyéb pontjait
is, vagyis meg kell keresniink a gorbiileti sugar nagysigat az ellipszis tetszés szerinti pontjadhoz tartozoan. Kissé
hosszabb szamitas var rank, de az eredmény érdekes lesz. 2. dbrank ellipszis alaki tiikrének Y pontjat vizsgaljuk és
optikai tengelyiink az Y-ban rajzolt érinté merdlegese, az 1Y Fy szog szogfelezGje. Az Y O optikai tengely mindegyik
vezérsugarral 1 szoget alkot. A tengellyel parhuzamosan érkezd fénysugar X-ben verédik vissza a tiikorrdl, mikézben
X O szogfelezd a beesési mer6leges, amelynek két oldalan talaljuk v beesési és visszaverddési szogeket. Ugyanez a
adja meg az X O szogfelezének a tengellyel alkotott X OY < = « sz0gét is. Azonnal latszik, hogy 5 = 2v
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2. dabra

Az ellipszis Y X ive F} fokuszbol ~y1, Fo fokuszbol o sz6g alatt latszik. Az Fi MY és OM X haromszogekbdl, mert
M-nél cstcsszog van:
M +Y =7+ X0,

hasonléan az FoNX és ONY haromszogekbdl, az N-nél levs csticsszog folytan:
Yo + Fo XO< = v+ .
Az egyenleteket Osszeadva, és mivel XO az Fy X Fy sz0g felezGje:
71 +72 = 27.

Erdekes, hogy 71 és 7o szogek szamtani kozépértéke v. Ez minden kozelités nélkiil igaz. Ezzel -ra vonatkozo Gssze-
fiiggésiink:
B=m+.

Most vessziik figyelembe, hogy Y X = h iv igen kicsiny és ennek értelmében kozelitiink. HX merGleges ri-re,
ezért HX = hcos. Radidnban kifejezve v1 = HX/r1 = hcosv/r1. Ugyanigy v2 = hcosv/ro. Radianban kifejezve
B = h/YF. Ezeket felhasznalva:

h  hcosy ~ hcosy
YF o T1 + T2 '

h kiesése azt bizonyitja, hogy a kozelitések érvényessége mellett a parhuzamosan beesd sugarak F' fokuszban talalkoz-
nak. A fokusztavolsag:

YF=f=riry (ri47r2) cos = 2;£;2w .

Meég egy lépés sziikséges a vezérsugarak kifejezésére. Felirjuk F1Y Fy haromszogre a cosinus tételt:

(2¢)% =13 + 15 — 2r1r2 082 = 13 + 15 — 2r112(2c0s? P — 1) =
=12 4 27179 + 12 — 4r17T9 COSZ ) =
= (r1 +12)% — 4r1ro cos? Y = (2a)? — 4ryrg cos Y,
innen a vezérsugarak szorzata:
a?—c? b2
cos? 1) ~ o2 v

T1Tr9 =



Ezt felhasznalva a fokusztavolsag b%/2a cos® ¢, és a fokusztavolsag kétszerese, a gorbiileti sugar:
b2
acosd

(3) 0=

Ez az igen érdekes képlet adja meg altalanossagban a gorbiileti sugarat az ellipszis tetszés szerinti pontjdban. Az
ekkora radiuszu kor (a 2. dbran a szaggatott vonal) simul legjobban az ellipszishez, ilyen radiuszu gombtiikorrel
helyettesithetjiik az ellipszis tiikrot. Erdekes, hogy az ellipszis keresztiilhalad a gorbiileti koron, mert Y-t6l A felé
gorbiiltebb, Y-tél D felé kevésbé gorbiilt, mint a gorbiileti kor.

(3) képletiinkben 1, a vezérsugarak szogének fele a fiiggetlen valtozo. Az ellipszis A csiucsdban ¢ = 0, cosy) = 1 és
0="0% /a, megegyezésben (2)-vel, ekkor p-nak minimuma van, itt az ellipszis a leggorbiiltebb. Az ellipszis D csticsdban
cosy) = b/a, és o = a2/b; most p-nak maximuma van, itt az ellipszis a legkevésbé gorbiilt. Kiilonben o felirhaté a
paraméterrel is: o = p/ cos® 1.

Nemcsak a fénytanban, hanem a mechanikaban is nagy szerepe van a gorbiileti kornek. Ismeretes, hogy m témegi
test r radiuszu korpalyan w szogsebességgel, v tényleges sebességgel végbemend kérmozgasihoz P = mw?r = muv? /r
centripetélis erd sziikséges. De mi van nem koron végbemend gérbevonalti mozgas esetében 7 A bolygémozgés példéjan
adunk erre valaszt.

Bolygonk ebben a pillanatban az F-ben all6 igen nagy M tomegi Naptol RF' = r tavolsagban halad v sebességgel;
a sebesség merdlegese ¢ szoget alkot r Osszekots egyenessel (3. abra). Ha a bolygd m tomege elhanyagolhatd a Nap
tomege mellett, akkor a Nap nyugalomban levének tekinthets. Newton felfedezése szerint a bolygd és a Nap kozott
fmM /r? nagysagu kolesonos vonzoers mitkodik az Gsszekots egyenes mentén (f a gravitacios allando). Ennek hatasara
a bolyg6 valamilyen gorbe palyan mozog, még nem tudjuk, milyenen.

3. dbra

El6szor hasznaljuk fel a tomegvonzasi eré azon tulajdonsagat, hogy centralis erd, vagyis a tomegek Osszekdts
egyenesében hat. Ebbdl kovetkezik fliggetleniil az erGtorvény és a palya alakjatol, hogy a teriileti sebesség allando. A
vezérsugar altal 1 masodperc alatt leirt teriilet:

(4)

vrcosty
5 =

Ez a mennyiség allandé egy magara hagyott bolygd esetében. A térvény bizonyitdsa megtalalhatd a Kozépiskolai
Matematikai Lapok XIX. Kotet, 1959. nov.-i szdméban a 154. oldalon. Az 6sszek6td egyenes mentén miikods erd
kovetkezménye az is, hogy a palya v-n és F-en atmend sikban fekszik.

Csak most hasznéljuk fel az erétorvény négyzetes sajatossagat. A bolygd a = fM/r? teljes gyorsulasa F felé
irdnyul, és van az érintére merdleges OsszetevGje:

K.

fM cosp

acosy = 5

r

A gyorsulés ezen Osszetevijét kell egyenlGvé tenni a centripetalis gyorsulassal. Ennek kiszamitasat ugy végezziik, hogy
az ismeretlen alaka gorbe palyat R pontban RO = p sugari gorbiileti korével helyettesitjiik, tehat a centripetalis
gyorsulas v* /0. Egyenlove téve a teljes gyorsulas merdleges OsszetevGjével:

fMcosy  v?
r2 o
v2r?
Innen a gorbiileti sugéar: 0= m.
Ide behelyettesitjiik (4) alapjan vr értékét:
4K?
) o= L5




A szamlalo allando és a nevezében az iranyt meghatarozo szog cosinusanak kobe szerepel! Oriasi eredmény: ez az
ellipszis gorbiileti sugara. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a tdmegvonzési torvény alapjan létrejovs bolygopalyak ellipszisek
(kupszeletek), amelyek egyik fokuszaban a Nap all.

Szamitasunk eredménye Kepler I. térvénye. Kepler II. torvényét a teriileti sebesség tétele tartalmazta. Hatra van
még Kepler III. torvényének bizonyitasa. (5) alatti eredményiinkben 4K 2/ fM=p=10 /a az ellipszis paramétere.
Ebbdl a teriileti sebesség:

b [fM

b
Minthogy az ellipszis teriilete mab, ha a bolyg6 keringési ideje T', akkor a teriileti sebesség: K = %.

Egyenl6vé téve:

b [fM  mab
2V T T
innen a keringési id6 négyzete:
T? = ﬁ -ad.
M

Ez Kepler III. torvénye, amely szerint a keringési id6 négyzete aranyos a fél nagytengely kdbével. Igen nevezetes, hogy
a kistengely hossza nem szerepel, ettdl fiiggetlen a keringési id6. A bolygoémozgas egyéb kérdéseire is valaszt kaphatunk
képleteinkbdl.

Vermes Miklos



