1. feladat. Bizonyitando, hogy ha o, B és v egy hdromszdg szogei, akkor
cosa + cos B + cosy < 2.
I. megoldas. Irjunk 7 helyébe 180° — (a + 8)-t, majd igyekezziink szorzatta alakitani:

cosa + cos B+ cosy = cosa + cos f — cosacos 4+ sinasin f =
=cosa + (1 — cosa)cosf + sinasin =
=1—(1—-cosa)+ (1—cosa)cosf +sinasinf =
=1—(1—-cosa)(l—cosf) + sinasin S.

Itt a masodik tag nem pozitiv, mert a koszinusz-fiiggvény nem vesz fel 1-nél nagyobb értéket, a harmadik pedig kisebb
1-nél, mert egyik tényezGje sem nagyobb 1-nél, de nem lehet mindketts egyszerre 1 sem (nem lehet « is, 8 is 90°). Igy

cosa + cos 3 + cosy < 2,

és ezt akartuk bizonyitani.

II. megoldas. Az allitas helyes, ha a haromszog nem hegyesszogi, mert ekkor az egyik tag nem pozitiv, a méasik
kett6 mindegyike pedig 1-nél kisebb.

Hegyesszogii haromszogben valasszuk a bettizést ugy, hogy v és a vele szemben levé AB = ¢ oldal legyen a legkisebb,
illetve a legkisebbek egyike. Jeloljiik tovabba v csiucsat C-vel, az AC, BC oldalakat b-vel, ill. a-val; legyen C' merdéleges
vetiilete az AB egyenesen C1, ez az oldal belsé pontja. Igy

c=AC, + C1B =bcosa + acosf.

Innen, mivel feltevés szerint a = ¢, b 2 ¢, igy

b a
1=-cosa+ —cosf > cosa + cos [3;
c c

a harmadik szogre cos~y < 1, tehat helyes az allitas hegyesszog haromszogben is.

II1. megoldas. A bizonyitand6 egyenlStlenség, mint az el6z6 megoldasban is lattuk, nyilvanvaldéan helyes, ha a
haromszog nem hegyesszogii. Hegyesszogii haromszogre oy = 90° —a, 1 = 90°—f, ~v1 = 90° —~ pozitiv hegyesszogek,
melyek Gsszege 90°, és

cosa + cos 3 + cosy = sin vy + sin 51 + siny;.

Ezt az Osszeget szemléltethetjiik a kovetkez6 modon: egységnyi sugari OPQ negyedkdrbe rajzoljuk be az aq, ill. £
nagysagia POA, AOB szogeket (1. abra).
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Ekkor BOQ< = 71, és a POA, AOB, BOQ haromszogekben a sugér alkotta oldalakra meréleges magassag hossza
rendre sin a1, sin 1, sinyy, igy a vizsgalando 6sszeg az O P ABQ 6tszog teriiletének kétszeresével egyenls, tehat kisebb,
mint az egységnyi sugart felkor teriilete, 7/2. Hegyesszog haromszogre tehat

cos o + cos f + cosy < g(< 1,571).

IV. megoldas. Alakitsuk két koszinusz Osszegét szorzatta:

6+chosﬂ_’y:2singcos
2 2 2 2 =

cos 8 + cosy = 2cos



mert mindkét tényezd pozitiv, hiszen /2 és |8 —~|/2 hegyesszogek. Fejezziik ki cos a-t is a fele akkora szog szinuszaval,
akkor azt nyerjiik, hogy

3 1 2
cosa+cosﬁ+cos7§1—2sin2%+2sin%= 375 (1—28111%) .

A maésodik tag nem lehet pozitiv, igy a bizonyitandé allitdson tilmenGen azt bizonyitottuk be, hogy
3
(1) cosa—i—cosﬁ—i—cosvﬁa

Itt akkor érvényes az egyenlGség jele, ha egyrészt cos ((8 —v)/2) = 1, mésrészt sin(e/2) = 1/2. Az els6 egy
haromszog szogeire csak akkor teljesiil, ha S = ~, a masodik akkor, ha o = 60°; ekkor az elsé feltétel szerint 5 = v =
60°, azaz a haromszog szabalyos.

Az (1) egyenl6tlenségben tehat szabalyos haromszogre egyenlség, mas haromszogekre a ,kisebb” jel érvényes.

Megjegyzés. Az el6z6 megoldas abraja alapjan finomabb elemzéssel szintén bizonyithatd az (1) egyenlGtlenség
hegyesszogi haromszogre, és kiterjeszthet6 a meggondolas nem hegyesszogl haromszogekre is.

V. megoldas. Fejezziik ki a szogek koszinuszat a koszinusz-tétel alapjan az oldalakkal. Vizsgaljuk elGszor két
koszinusz Gsszegét:
—@2 b2+ a2 —b 42

cosa + cos B = e + ac =

Cat=v 11 4 € 1+1 71(c+c) (a+b)(a —b)?
T 2 a b 2\a b)) 2\a b 2abc

Mindharom szogpérra felirva a megfelels kifejezést és Osszeadva azokat, a pozitiv tagok 6sszegében fellép miden torttel
a reciproka is, igy az Osszeg a kovetkezGképpen alakithaté tovabb:

1fa b b ¢ ¢ a
2(<3osoz4—<3osﬂ+cos~y):5 _+E+E+_+E+E _

b b
_(a—l—b)(a—b)2—I—(b—|—c)(b—c)2—I—(c—l—a)(c—a)2 _
2abc
1/(a=b)? (b—c)? (c—a)?
_3+§< ab + be + ac >_
_(a—|—b)(a—b)2—|—(b—|—c)(b—c)2—|—(c—|—a)(c—a)2 5
2abc
_(a+b—c)(a—b)2—|—(b—|—c—a)(b—c)2—|—(c—|—a—b)(c—a)2<3
2abe -

ugyanis mindegyik négyzet szorzdja pozitiv, mert a haromszog két oldalanak az Gsszege nagyobb, mint a harmadik
oldal. Igy

(1) cosa +cos S+ cosy <

N W

Itt akkor all egyenl@ség, ha a fenti tort szamlaldéjaban a — b = b — ¢ = ¢ — a = 0, azaz szabalyos haromszogre.

Megjegyzés: tobben észrevették a bal oldal kovetkezs atalakitési lehetGségeét:

a?b + a’c+ab® + b2c+ac® +bc? —a® — b — 3
2abc N
(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)+ 2abc
2abc '

Innen Heron képletét, az abc = 4rt és t = ps Gsszefiiggéseket felhasznalva, ahol s a keriilet felét, ¢t a haromszog teriiletét,
r és o a koriilirt és beirt kor sugarat jeloli, a kovetkez6t nyerjiik:

16t2 0
=1+ -
167rts + r

cosa+cosfB+cosy=1+

Vilagos, hogy ¢ < r, amibdl kovetkezik a feladat allitasa. Az is belathato (trigonometria felhasznalasa nélkiil is), hogy
0 <r/2, amibdl (1) kovetkezik.

2. feladat. Ot egész szdm szdmtani sorozatot alkot. Akdr az elsé négy tag kobeinek Gsszegét vessziik, akdr az utolsé
négy tag kiébeinek dsszegét, mindkétszer a figyelembe vett tagok dsszege négyzetének 16-szorosdt kapjuk. Hatdrozzuk meg
a szamokat.



I. megoldas. Jeloljiik a kozépss szamot c-vel, a szamtani sorozat kiilonbségét d-vel, ekkor a feladat feltételei:

(1) (c=2d)* + (c—d)* +c + (c+d)® =
=16(c—2d+c—d+c+c+d)* =16(2(2c - d))?,
(2) (c—d)* + ¢+ (c+d)* + (c+2d)° =

=16(c —d+c+c+d+c+2d)?* =16(2(2c +d))*

A maésodik az els6bdl megkaphato ugy, hogy d helyébe —d-t irunk (és a tagokat forditott sorrendbe irjuk), ez felhasz-
nalhato lesz az atalakitdsok meggyorsitasara. Az (1) egyenletet rendezve és 2-vel egyszertsitve

2¢% — 3c2d + 9ed? — 4d® = 128¢% — 128¢d + 8d>.

Hasonloan (2)-bdl
263 + 3¢%d + 9ed? + 4d® = 128¢% + 128¢d + 8d2.

Vonjuk le a mésodik egyenletbdl az els6t és osszunk 2-vel:
3c2d + 4d* = 128cd.

Ez teljesiil, ha d = 0. Ekkor (1)-bdl
4¢ = 256¢%, ¢=0 vagy c= 64

Ha d # 0, akkor a
3¢ —128¢+4d*> =0

egyenletnek kell teljesiilnie. Szorozzunk 3-mal és egészitsiik ki az els§ két tagot teljes négyzetté:
(3) (3¢ — 64)2 + 3(2d)* = 2'2.

Itt, ha ¢ egész, a bal oldal els6 tagja nem 0, és feltevésiink szerint a mésodik sem. Legyen 3¢ — 64 = 2%y, 2d = 2%,
ahol u, v paratlan és k, [ < 6. Nem lehet k£ és [ kiilonb6z6, mert akkor 2 alkalmas hatvanyanak kiemelése utan 1-nél
nagyobb paratlan szam marad vissza, s igy nem keletkezhet a jobb oldali 2'2 értek. Ha k = [, akkor az

u2 4 3,02 _ 21272]{2 _ 4671{2

egyenlethez jutunk, amelynek péaratlan u és v-bél all6 megoldésat keressiik. Ismeretes, hogy paratlan szam négyzete
8-cal osztva 1-et ad maradékul. Az egyenlet bal oldala eszerint 8-cal osztva 4-et ad maradékul, tehat csak ugy lehet
2-nek egy hatvanya, ha egyenls 4-gyel, azaz k = 5, u = +1, v = £1, tehat

3c—64 =432, 2d=+£32.
Az els6 egyenletbdl csak pozitiv elGjel mellett kapunk egész c-t:
c=32, d==16.
A feladat feltételeinek tehat a
0o, 0, 0 0, O 64, 64, 64, 64, 64

0, 16, 32, 48, 64 64, 48, 32, 16, O
sorozatok felelhetnek meg, és a szamitasokat elvégezve azt talaljuk, hogy ezek valoban meg is felelnek.

II. megoldas. Az el6z6 megoldas jeloléseit hasznalva az (1) egyenlet bal oldalan az elsé és utolso, tovabba a
mésodik és harmadik tag 6sszegét alakitsuk at az a® + b = (a + b)(a® — ab + b?) azonossag alapjan. Ekkor a bal oldal
igy alakul:

(2¢ — d)[(c — 2d)* — (c — 2d)(c + d) + (c + d)?*] + (2¢ — d)[(c — d)*—
—(c—d)c+c? = (2¢ — d)(2¢* — 2cd + 8d?).
Igy az egyenletet O-ra redukélva 2(2c — d)-t kiemelhetiink:
2(2¢ — d)(c* — ed + 4d* — 64c + 32d) = 0.

Hasonloan a (2) egyenletbdl
2(2¢ + d)(c* + cd + 4d* — 64c — 32d) = 0.

Ha d = 2¢, akkor az el6bbi egyenlet teljesiil, az utébbi igy alakul:

(4) 8¢c2(19¢ — 128) = 0.



Ennek egész gyoke csak ¢ = 0, amibél d = 0.
A d = —2c esetben az el6bbi egyenlet megy at (4)-be, s igy tjabb megoldast nem kapunk.
Ha d # +2¢, akkor a kovetkezs egyenletrendszernek kell teljesiilnie:

? —cd+ 4d* — 64c + 32d = 0,
&+ cd+ 4d% — 64c — 32d = 0.

Az egyenletek Gsszegének felét és kiilonbségének felét véve az eredetivel ekvivalens egyenletrendszert kapunk, hiszen
az utobbiak kiilonbsége, ill. sszege az eredeti egyenleteket adja:

4+ 4d* — 64c = c(c — 64) + 4d* = 0, (c —32)d = 0.
Az utobbi egyenletbdl vagy ¢ = 32, vagy d = 0 kell, hogy teljesiiljon. Az elsé esetben az elébbi egyenletbdl
4d* = 322 d = +16,

az utobbi esetben pedig
c=0, vagy ¢ = 64.

Ezek az el6bbi megoldasban talalt szamtani sorozatokra vezetnek.

Megjegyzések. 1. A feltételek két ismeretlenre két egyenletet adnak, ezekbdl az ismeretlenekre véges sok értékpéar
adodik. Mint a II. megoldas mutatja, nem sziikséges lényegesen kihasznélni a szamok egész voltat, minddssze a tobbi
feltételeket kielégit6

—384/19, —128/19, 128/19, 384/19, 640/19

és az ennek megforditasaval keletkezs sorozat kizarasara.

2. Az I. megoldasban az (1) és (2)-bdl keletkezs (3) egyenletet oldottuk meg a keresett szamok egész voltat
lényegesen kihasznalva. A kozben felmerilt ¢ = 32/3, d = £16 értékparokhoz tartozé szamtani sorozatok nem csak
nem &llnak egészekbdl, de a feladat tobbi feltételét sem elégitik ki. Ez nem meglepd, hiszen a megoldott (3) egyenlet
nem ekvivalens az (1) és (2)-bol allo egyenletrendszerrel. Ezért az I. megoldasnal sziikséges a nyert sorozatokra a
kovetelmények teljesiilésének ellenérzése. Az eléz6 pontban emlitett nem egész sorozat viszont az 1. megoldasban nem
jelentkezett, amit az magyaraz, hogy ott csak egész megoldast kerestiink, ¢ = 128/19, d = £256/19-h6z pedig a (3)
egyenletnek nem egész megoldasa tartozik.

3. feladat. Melyek azok a konvex poliéderek, amelyeknek bdrmely négy nem egy sikban levd csicsa ugyanakkora
térfogati hdaromoldali gildt hatdroz meg ?

I. megoldas. 1. Keressiik elgszor az olyan poliédereket, amelyeknek minden hatarlapja haromszog. Legyen a poli-
éder egy AB élén dtmend két hatarlap ABC és ABD. Az ABC' D haromoldalu gula tekinthets a feladat kvetelményeit
kielégits poliédernek (nem valaszthato ki tobb kiilonboz6 csucsnégyes, 2. a. dbra).

9 B

2. dbra

Ha a poliédernek négynél tobb csiicsa van, akkor minden tovabbi csicsnak a D-n atmens, ABC-vel parhuzamos S
sikban kell lennie, mert az ABC sikban tobb csiics nincs, a tobbi cstucs ennek a siknak ugyanazon oldalan van, mint
D, és a siktol ugyanakkora tavolsagra, mint D, mert kiilonben az A, B, C' csticsokkal ABC D-ét6l kiilonboz6 térfogati
gulat alkotna. Ugyanigy benne vannak a tovabbi csicsok a C-n atmend, ABD-vel parhuzamos sikban is, tehat a két
sik d metszésvonalan kell lenniiik (2. b. abra).

A tovabbi csiucsok ezenkiviill az A, C, D csucsokkal is akkora térfogatu gulat alkotnak, mint ABCD, vagy az ACD
sikban vannak. Az el6bbi esetben viszont annak a két az AC'D sikkal parhuzamos siknak egyikében vannak, amelyek
olyan tavolsagra vannak az ACD siktol, mint a B cstcs. Ezek a sikok S-t egy a D-n atmend eg és a két oldalan egy-
egy vele parhuzamos e; és ey egyenesben metszik. Ezek parhuzamosak AC-vel, d-b6l két az AB-vel egyenld szakaszt



metszenek ki. Tekintetbe véve még azt is, hogy a tovabbi csicsok BC D-vel is akkora térfogata gulat alkotnak, mint
ABCD, vagy a BC'D sikban vannak, S-ben egy D-n atmens, BC-vel parhuzamos fy egyenest és a két oldalan egy-egy
vele parhuzamos f1 és fo egyenest kapunk, amelyek tavolsaga fo-t6l akkora, mint az A cstcsé BC-t6l.

A d egyenes azon pontjai lehetnek csticsai a poliédernek, amelyeken egy e; és egy f; egyenes is dtmegy. Az ilyen
pontok az ey egyenes E metszéspontja és fo-nak az F' metszéspontja. Ugyanis a DEF haromszog egybevagé C'AB-vel,
mert oldalaik ellentétes iranyban parhuzamosak, és D-bdl, ill. C-bdl hiizott magassagaik egyenlk. Ha a két pont egyikét
vessziik csak hozza A, B, C, D-hez, akkor keletkezik egy paralelogramma-lap, mi pedig most csak haromszogekkel
hatéarolt poliédert keresiink.

Az ABCEF D poliédert csupa haromszoglap hatarolja, ugy szarmaztathato pl. az ABCF D paralelogramma-alapt
gulabol, hogy azt az alaplap koézéppontjara tiikkrozziik. Nevezziik roviden kettGs gulanak. Ez megfelel a feladat kove-
telményeinek, mert akidrhogy valasztunk ki négy cstucsot, az A, E, a B, F és a C, D szemben fekv§ csucsparok egyike
koztiik van, mondjuk B és F' (2. ¢. abra), és ehhez az ACED paralelogramma két szomszédos csucsat kell venniink,
ha nem egy sikban levé pontnégyest akarunk kivalasztani. Az igy kapott haromoldalu gula térfogata a kettds gula
térfogatanak negyedrésze.

2. Keressiink most a kdvetelményeket kielégits olyan poliédereket, amelyeknek van haromnal t6bb oldala hatarlapja.
Legyen A, B, C egy ilyen lap harom egymas uténi csicsa. Egy a sikjukban fekvs tovabbi csicsnak rajta kell lennie
az A-n atmens, BC-vel parhuzamos egyenesen, mert egyrészt a hatarlap konvex, igy csicsai BC-nek azon az oldalan
vannak, amelyiken A, mésrészt A-val egyenls tavolsagra is vannak BC-t6l, mert kiilonben volna két kiilonb6z6 teriiletd
haromszog az ABC' sikban, és ezek egy a sikon kiviil fekvé cstuccsal kiilonb6z6 térfogatt guldkat hatédroznénak meg.
Ugyanigy adodik, hogy a C-n dtmens, AB-vel parhuzamos egyenesen is rajta kell lennie minden tovabbi csicsnak
(3. b. abra), tehat csak ezek D metszéspontja lehet még csticsa a hatarlapnak, és erre az AC'D haromszog teriilete is
egyenl6 az ABC-ével. Meggondolasunk azt is mutatja, hogy egy a feladat kovetelményeinek megfelel§ poliéder minden
hatarlapja vagy haromszog, vagy paralelogramma.

[4 .
a b / 3. dbra

Legyen az AB élen atmend, ABC D-t6l kiilonb6z6 hatarlap egy tovabbi csicsa . Az ABCDE paralelogramma-
alapu gula (3. a. bra) megfelel a feladat kovetelményeinek, mert bel6le haromoldala gila csak az alaplap valamelyik
csucsanak elhagyasaval keletkezik, és ezeknek a térfogata mindig a négyoldala gula térfogatanak a fele.

Ha a testnek 5-nél tobb csicsa van, akkor hasonléan okoskodhatunk tovabb, mint a csak haromszogekkel hatarolt
poliéderek esetében. A tovabbi csucsok csak az E-dl atmend, az ABC sikkal parhuzamos S sikban lehetnek; tovabba
ahhoz, hogy az ABCD lap valamelyik harom csicséaval alkotott gulak egyenld térfogatuak legyenek, benne kell lenniiik
a CD élen atmend, az ABF sikkal parhuzamos sikban, vagy lehetnek az ABFE sikban. Ezek a sikok S-bél két az A B-vel
parhuzamos egyenest metszenek ki (a 3. b. abra folytonos vonallal kihtuzott egyenesei). Az A, D, E,a B, D, E és az A,
C, E csucsokat tartalmazo csucsnégyeseket is figyelembe véve harom egyenesharmas adédik, — az el6z6 meggondolas
€0, €1, €2 6s fo, f1, fo egyeneseinek megfelelGen, melyek rendre AD-vel, BD-vel, ill. AC-vel parhuzamosak (a 3. b.
abra hosszu szaggatott vonallal, apro szaggatott vonallal, ill. pontozva jelolt egyenesei). A tovabbi esetleges csticsoknak
mindegyik egyeneshdrmas valamelyik egyenesén rajta kell lennie.

Igy azok a pontok jonnek tekintetbe poliédercsiicsokként, amelyeken négy kiilonféleképpen jellt egyenes megy
at. Konnyen belathato, hogy ezek az egyenesek az S sikban ABC D-vel egybevagd paralelogrammakat, ezek atloit és
egyes cstcsokon atmend, atlokkal parhuzamos egyeneseket alkotnak. Harom olyan pont keletkezik, amelyiken mind a
négy féle egyenesbdl megy at egy-egy; kett6be E-bsl az AB éllel parhuzamos, egyenls hosszi, és egyezd, ill. ellentétes
iranyu szakasz vezet, egybe pedig AD-vel parhuzamos, egyenls hosszi és egyirdnyu szakasz. Az elsd két pontbol csak
az egyik tartozhatik a poliéderhez. Ha a poliéderen a harom pont koziil csak az egyik lesz csics, akkor haromoldali
hasabot kapunk (3. ¢. abra), és minden haromoldalt hasab megfelel a feladat kovetelményeinek. Ha ugyanis kivalasz-
tunk négy cstcsot, akkor a paralelogramma lapok harom kozos éle koziil valamelyiknek mind a két végpontja ki van
valasztva, minden tovabbi csics ezek valamelyikével valamelyik paralelogramma-lapon szomszédos, tehat mindig ki van
valasztva valamelyik paralelogramma-lap harom csticsa, és ha a négy cstcs nincs egy sikban, akkor a negyedik cstics

LA 3. b abran F javitando E-re.



a paralelogrammahoz nem tartozé él egyik végpontja. Minden ilyen haromoldala gila térfogata a hasib térfogatanak
harmadrésze.

B 4. dbra

Megmutatjuk végiil, hogy a harom pont koziil nem lehet kettd egyszerre csicsa a poliédernek. Ha ugyanis az E-
t6l AD irdnyban levé F' pont is, az AB iranyban levé G pont is csicsa a poliédernek (4. dbra), akkor a CFG sikkal
parhuzamos sikban vannak az E, B, D cstcsok (a két csucsharmas alkotta haromszog megfelels oldalai parhuzamosak),
A pedig nincs egyik sikban sem, tehat pl. az ACFG és BCFG gulak kiilonbozé térfogatiak. Ha G helyett az E-re
vonatkozo G’ tiikorképe csicsa a poliédernek, akkor az AD és BC él szerepe cserélédik meg, a DFG’ és EAC sikok
parhuzamosak, és B nincs egyikben sem. Igy pl. a BDFG' és ADFG' gulak térfogata kiilonbozo.

A feladat kovetelményeinek tehat a paralelogramma-alapu guldk, a négyoldalu kettds gulak és a haromoldala
hasabok felelnek meg, ide szamithatok tovabba a haromoldala gualdk.

II. megoldas. 1. Keressiik sorra a kovetelményeket kielégits 4-, 5-, 6- stb. cstcsa poliédereket. Egy négy csicsa
poliéder csak haromoldala gula lehet és az megfelelének tekinthetd.

2. Legyen ABCDE egy a kovetelményeknek megfelel$ 6t cstucsu poliéder, és A, B, C, D ennek négy nem egy sikban
levé csticsa. A konvexség miatt E nem lehet az ABCD gula belsejében vagy hatarén, igy valamelyik harom csicsan
atmend siknak ellenkezd oldaldn van, mint a gula negyedik csicsa; legyen ez az ABC sik. A DFE szakasz ABC' sikkal
valé Ej metszéspontja felezi a DE szakaszt, mert az ABCD és ABCE gula térfogata egyenld, igy E ugyanakkora
tavolsagra van az ABC siktol, mint D (5. a. dbra).

5. dbra

Vagy benne van E az ABD sikban, vagy az ABDE és ABCD gulak térfogata egyenls. Utobbi esetben bontsuk
ABDE-t az ABE1 D és ABE, E gulakra. Ezeknek a k6z6s lapjukra bocsatott magassaga egyenld, és egyenls az ABC' D
giila D-bél hiizott testmagassagaval. Igy az ABE; haromszog teriilete fele akkora, mint az ABC haromszogé. 1 tehat
vagy az AB oldalon van, vagy azoknak az AB-vel parhuzamos egyeneseknek az egyikén, amelyek fele akkora tavolsagra
vannak t6le, mint a C csucs (5. b. dbra). Hasonléan rajta kell lennie Ej-nek a BC oldalon, vagy annak a két vele
parhuzamos egyenesnek az egyikén, amelyek BC-t6l félakkora tavolsidgra vannak, mint az A cstcs; ugyancsak teljesiilnie
kell az AC' oldalra vonatkoz6 megfeleld feltételnek is. Mindharom oldallal parhuzamos egyenes csak az AB, BC, CA
oldalak felez&pontjain megy at. Ezek barmelyikére is tiikkrozziik D-t, paralelogramma-alapt galat kapunk, és az FE pont
keresése kozben mar biztositottuk, hogy az ebbdl kivalaszthaté barmelyik haromoldald guldnak ugyanakkora legyen a
térfogata.

3. Ha kivalasztjuk egy hat cstcsi, a kovetelményeknek megfelels poliéder 6t nem egy sikban levé cstcsat, ezek
is a kovetelményeknek megfelels poliédert hataroznak meg, mert minden a csicsai koziil kivalaszthaté pontnégyes az
eredeti poliéder csicsai koziil is kivalaszthato, tehat barmely négy cstcs, ha nincs egy sikban, ugyanakkora térfogati
haromoldald gulat hataroz meg.



Eszerint, ha az ABC DEF poliéder teljesiti a kovetelményeket, akkor az itt nem egy sikban levs cstiics meghatéarozta:
ABCDE poliéder is, tehat, mint éppen lattuk, paralelogramma-alapu gilanak kell lennie. Az F' csucs vagy a gula
valamelyik haromszoglapjanak, vagy a paralelogramma-lapnak ellenkez6 oldalan van, mint a tébbi csics.

Legyen BC DE a paralelogramma-lap, és ' az ABC' lap ellenkez6 oldalan, mint a gila. Az 6t csticst testnél kovetett
meggondolast egyrészt az ABCD gulara és az F' csicsra, masrészt az ABCE gulara és az F csdcsra alkalmazva azt
nyerjiik, hogy F a D csicsbol is, és E-bél is az AB, BC, C A élek egyikének a felez6pontjara valo tiikkrozéssel all eld.
A hat tiikorkép koziil csak E-nek AB felez6pontjara és D-nek AC felezGpontjara vonatkozo tiikorképe esik egybe, ez
lehet tehat csak az F' cstcs. Ez a AEDCF B haromoldala hasab (6. abra).

F 6. dbra

A haromoldala hasab valoban ki is elégiti a kovetelményeket. Ezt tudjuk mar az ABCDE guléara és az FBCDE
négyoldala guladbol kivilaszthaté haromoldala guldk térfogata ugyanakkora, mint az ABCDE-bdl kivalaszthatoke,
mert a két négyoldala gula egyenld térfogati, ugyanis A és F tavolsdga a BC DFE paralelogramma sikjatol ugyanakkora.
Végiil az F pont valasztasa szerint az ADCF B, ill. az AEBFC poliéderbdl kivalaszthaté haromoldala gualék is egyenld
terfogatiak, és térfogatuk egyenls az ABCD, ill. az ABCE gula térfogataval, amik az ABCDE gulanak is részei. Igy
az Osszes kivalaszthatd haromoldala gulak egyenls térfogatiaak.

4. Keressiik most az olyan ABCDEF poliédereket, amelyekben F' az ABCDE gula BCDE paralelogramma-
lapjanak van ellenkezé oldalan, mint a gula. Ezekre az AF szakasznak a BCDFE sikba es6 F felezGpontja az el6z6khoz
hasonléan vagy a BC egyenesen van, vagy attél félakkora tévolsagra, mint a DFE egyenes; de ugyanakkor F} vagy
rajta van DFE-n, vagy félakkora tavolsdgra van téle, mint BC. A két feltételt egyszerre a paralelogramma BC-vel
parhuzamos kozépvonalanak pontjai elégitik ki (7. abra).

F 7. dabra

Ugyanigy rajta kell lennie F}-nek a C'D-vel parhuzamos kozépvonalon is: Igy Fy a paralelogramma kozéppontja, F
az A csucs erre vonatkozo tiikorképe, a poliéder kettds paralelogramma-alapu gula.

Ez a test valoban kielégiti a feladat kovetelményeit, mert az ABCDFE gulara ezt mar tudjuk, F' megkeresése pedig
biztositotta, hogy a kivalaszthato, F-et és A-t tartalmazo6 haromoldala gulak térfogata egyenls pl. ABC D-ével, tovabba
ekkora az F BCDE poliéderbdl kivalaszthatoé haromoldala gulak térfogata is, hiszen ez a poliéder az ABC DE poliéder
tiikorképe. Végiil A-t is, F-et is elhagyva, egy sikban lev6 négy pont marad.

5. Megmutatjuk, hogy hatnal tobb cstucsu test nem elégiti ki a kdvetelményeket. Ha kielégitené, akkor minden 7
csucsu rész-teste is kielégitené a kdvetelményeket. Egy ilyen 7 csticsi testbdl 6 nem egy sikban levé csics az el6zéek
szerint vagy haromoldalt hasabot, vagy négyoldala kettds gulat hataroz meg. Utobbi esetben a hetedik G cstcs a test
egy L lapjanak ellenkez6 oldalan van, mint maga a test. De a kett6s gulanak hatarlapja L-nek a test kdzéppontjara
vonatkozo L' tiikorképe is, ami parhuzamos L-lel. Ekkor azonban két kiilonboz6 térfogattt haromoldala galat kapunk,
ha L'-héz egyszer G-t, egyszer pedig L-nek valamelyik csticsat vessziik.

Ha 6 cstcsot kivalasztva ezek haromoldald hasabot hataroznak meg, akkor a hetedik G csics ismét valamelyik
hatarlapnak ellenkez6 oldaldn van, mint a hasab tobbi csticsa. Az utolsdé meggondolas mintajara lathato, hogy G nem
lehet az egyik haromszoglap ellenkezs oldaldn, mint a hasab. Ha viszont G egy paralelogramma-lapnak van ellenkezd
oldalan, mint a hasab, akkor a 4. pont meggondolasat a paralelogramma és a tovabbi két cstcs egyike, ill. a masika
alkotta gulara alkalmazva azt kapjuk, hogy G mindkét csicsnak tiikorképe kellene hogy legyen a paralelogramma
kozéppontjara, ez a két titkorkép azonban kiilonb6zs. Igy hasabhoz sem talalhato hetedik csics.

Azt nyertiik tehat, hogy a feladat kovetelményeinek a paralelogramma-alapt guldk, a négyoldala kettds gulak, és
a haromoldala hasabok felelnek meg, amikhez még hozzavehetjiik a haromoldali gulakat is, méas poliédert nem.

Suranyi Janos



