1. feladat. Az ABC hdromszog AB és AC oldalai folé (kifelé) az AC1CyB és AB1BoC négyzeteket rajzoljuk.
Bizonyitandd, hogy a B2Cy szakasz felezdpontja a BC atmérdja koron fekszik:

I. megoldas. Szoritkozzunk egyelSre arra az esetre, amikor By és Cs a BC' egyenesnek ugyanazon az oldalan van,
vagyis amikor a haromszog B-nél és C-nél levs szoge hegyesszog.

Vetitsiik az A, By, Co pontokat és a CyBs szakasz F felezGpontjat a BC' egyenesre, legyenek vetiileteik rendre
A", B;, C5 és F* (1. abra). Minthogy a négyzeteket kifelé szerkesztettiik, B; ill. C5 a BC szakasz C-n, ill. B-n tuli
meghosszabbitasan van.
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1. dbra

A CyC5B és BA*A derékszogl haromszogek egybevagok, mert CoB = BA, és C5CyB< = A*BA< meréleges
szara hegyesszogek. Hasonloan az AA*C és CBj By derékszogi haromszogek is egybevagok. Ezekbdl kovetkezik, hogy
a CoC5 Bj Bo trapéz két parhuzamos oldaldnak dsszege

OQC; + BQB; = BA* + A*C = BC,

és igy a trapéz kozépvonalanak hossza
FF* = B—O,
2

tovabbéa ez a kozépvonal merdleges BC-re. Ez azt jelenti, hogy F a BC egyenes F'* pontjatol és egyszersmind magatol
az egyenestol is BC'/2 tavolsagra van.

Bebizonyitjuk még, hogy F* a BC szakasz felez6pontja. Ezekbdl mar kovetkezik, hogy F rajta van a BC {6lé, mint
atmeérs folé rajzolt koron, mégpedig a BC-re merdleges atmérs egyik végpontja F.

F* egyrészt felezi a Cj B szakaszt, masrésst az F*C szakasz ugyanannyival kisebb F* B-nal, mint BF* a C3 F*-
nal, tudniillik — a fenti egybevagosagok szerint — AA*-gal. Igy F* valoban felezi a BC szakaszt. Ezzel a bizonyitast —
a tett megszorit6 feltétel teljesiilése esetére — befejeztiik.

Ha az ABC haromszogben a B-nél és C-nél levs szogek valamelyike, mondjuk a C-nél levs, derékszog, akkor egysze-
riibb helyzettel allunk szemben, mert By a BC' egyenesen adodik, és a CoC3 B3 By trapéz szerepét a CoCh Bo derékszogi
haromszog veszi at; a bizonyitas ennek megfelels, kézenfekvs egyszerisitésekkel ebben az esetben is alkalmazhato.

Ha pedig, mondjuk C-nél, tompaszog van, akkor a BoCs és B3 CS5 szakaszok metszik egymast, a CoC5 B B3 trapéz
atloi lesznek (2. abra), FF™* az ezek felezGpontjait Osszekots szakasz. Ez — mint konnyen bebizonyithaté — minden
konvex trapézban egyenlé a parhuzamos oldalak kiilonbségének felével, az utobbirdl pedig a hegyesszogl esetben
alkalmazott gondolatmenettel belathatd, hogy egyenlé a BC' szakasznak a felével. Ezek szerint az allitds minden
haromszogre érvényes.



2. abra

Megjegyzés. A fenti megoldashoz hasonld gondolatmenettel — alkalmas koordindtarendszert valasztva — egyszerd
analitikus geometriai megoldas is adhato.

II. megoldas. Forgassuk el az ABC héaromszoget az ACBs By négyzet kozéppontja koril 90°-kal ugy, hogy A
a C-be keriiljon. Igy C a Bsy-be keriil, B elforgatott helyzete pedig legyen B’ (3. dbra). Ekkor B'C' mer6leges BA-
ra és egyenld vele, tehat parhuzamos, egyenl és egyezd iranyitasu BCs-vel. Igy B, Co, C, B’ ebben a sorrendben
paralelogrammat hatdroznak meg, tehat a BC atlo F* felez6pontja a Co B’ 4tlot is felezi.



A veégzett forgatas folytan B’ By merdleges BC-re és egyenld vele. Most mar az FF* szakasz a CoBo B’ haromszog
kozépvonala, tehat egyenls a B’ By és BC szakaszok felével. Ezek szerint B, C és I egyenl6 tavolsagra vannak F*-tol,
ez pedig azt jelenti, hogy F' a BC' atméré f6lé rajzolt koron van.

Ez a bizonyitas tetszés szerinti alaki ABC' haromszog esetén érvényes.

III. megoldas. Forgassuk el az ABC haromszoget elébb B koriil 90°-kal gy, hogy A a Cs-be jusson, majd C
koriil 90°-kal ugy, hogy A a Bs-be jusson, legyen az els6 esetben C 1j helyzete Cp, a mésodik esetben B 1j helyzete
By (4. abra). A két forgatas ellentétes irdnyu, a négyzetek kifelé valo szerkesztése miatt. A két forgatési szog Osszege
180°, ezért BCy és BoBy parhuzamosak és ellentétes irdnyiak. Tovabbé egyenldek is, és ezért a BCyBoBa négyszog
paralelogramma. Igy a Co By atl6 kérdéses F felezépontja a BBy atlot is felezi.

Masrészt, a forgatasokbol kovetkezik, hogy a BCyBoC' négyszog négyzet, tehat az atlok kozos F felezGpontjabol
az oldalak derékszogben latszanak, igy F' a BC oldal, mint dtmérg folé rajzolt Thales-korén van, éppen a BC-re
merGleges a&tmérg egyik végpontja.
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4. dbra 5. dbra

IV. megoldas. A Cs pontot atvihetjiik Ba-be ugy, hogy elforgatjuk el6szor B koriil o = 90°-kal, — igy A-ba keriil
—, majd A-t elforgatjuk C koriil ugyanabban az iranyban 8 = 90°-kal (5. 4bra).

Ismeretes, hogy egy (sikbeli) forgatés helyettesithets barmely két olyan egymas utéani tiikkrézéssel, amelyek tengelye
dtmegy a forgatas kozéppontjan, és az elsd tengelyt a masodik tengelybe &tvivs forgatas fele akkora szogi, mint az
eredeti forgatas, és azzal megegyezs iranya.

Helyettesitsiik a mondott forgatésokat két-két tiikrozéssel ugy, hogy ezek t1, to és ts, t4 tengelyparja koziil ¢5 és t3
azonos legyen. Igy ugyanis a harmadik tiikrozés visszaallitja a masodik tiikrozés elStti helyzetet, és a négy tiikrozés
kettére csokkenthets. Mivel to nek B-n, ts-nak C-n kell dtmennie, igy mindkettének egyarant a BC' egyenest kell
valasztanunk. Ilyen valasztas mellett Ca-t a B-n athaladé és BC-vel «/2 sziget bezard ti, majd a C-n atmend és
BC-vel /2 sziget bezard ty tengelyen valo titkrozés viszi 4t Ba-be.

Ez a két tiikrozés — az idézett tétel megforditasa alapjan — helyettesithetd egyetlen forgatéassal, amelynek kdzép-
pontja a t; és ty metszéspontja, szoge kétszer akkora, mint a t1-et t4-be atvive forgatas, és iranya megegyezik az utobbi
forgatas iranyaval. A két tengely szoge (mint a ¢4, to és ¢4 hatérolta haromszog kiilsé szoge)

a f
1 —+ 2 =90°
(1) ) ,

igy Co-t a Bs-be 180°-0s forgatés viszi at, vagyis a tengelyek metszéspontja éppen a BoCy szakasz F felez6pontja.



Mivel pedig az F' pontbdl a BC szakasz 90°-os szogben latszik, azért F' rajta van a BC atmérdjd Thales-koron,
ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzés. A bizonyitasban a-rol és B-rol csak azt hasznaltuk fel (1)-ben, hogy Osszegiik 180°. A feladat allitasa
tehat helyes marad akkor is, ha a haromszog AB és AC oldalara kifelé olyan rombuszokat rajzolunk, melyeknek B-nél,
ill. A-nal levd szoge egyenls; tovabba akkor is, ha mindkét oldalra befelé rajzoljuk a rombuszokat. Az altalanositott
allitas bizonyithaté — értelemszerd modositasokkal a II. és III. megoldas gondolatmenetével is.

2. feladat. Mennyi a K = bx — 6y + 7z kifejezés legkisebb és mennyi a legnagyobb értéke, ha x, y és z olyan nem
negativ szamok, melyekre fenndll

(2) de+y+22=4
és
(3) 3x+6y—22=6"7

I. megoldas. Fejezziik ki a harom paramétertdl fiiggs K kifejezést egyetlen paraméterrel, pl. z-szel. A feltételi
egyenletekbdl Gsszeadassal és rendezéssel

1
4 y="p -,
és ezt felhasznalva pl. (2)-b6l

9 3

A feltétel alapjan = nem lehet negativ, a 0 értéket azonban mar felveheti, mert x = 0 esetén (4) és (5) szerint y és
z pozitivok,  minimalis értéke tehat 0. Masrészt abbol, hogy y és z nem negativ, z-re (4) és (5) alapjan

gc<E illetve x<§
_77 —7

6
adodik, tehat r maximaélis értéke =
(4) és (5) felhasznalasaval
z 3
K=5x—-6y+72=—-+<2
T Y+ 7z 5 + 7
ennek értéke z novekedésével ng, tehat legkisebb és legnagyobb értéke — az x minimalis és maximélis értékét behelyet-

tesitve —
6

?.

Kin = %, illetve Kpax =

6. dbra

II. megoldas. Szemléltessiik a feladatban szereplé haromvaltozos kifejezéseket egy térbeli derékszogt koordinata-
rendszerben. (A térbeli koordinata geometria bizonyos elemeinek ismeretét ebben a megoldasban feltételezziik.)

A (2) és (3) egyenletek egy-egy sikot hataroznak meg a térben (6. abra). A mind a két egyenletet kielégitG szam-
harmasok az e két sik metszésvonalan elhelyezkedd pontok koordinatai. Az x > 0, y > 0, z > 0 tovabbi feltételek miatt
ennek a metszésvonalnak csak az elsé térnyolcadba (és annak hatéaréra) es6 része jon szoba, ez pedig a Py (0, 10/7, 9/7)
ponttol a Pa(6/7, 4/7, 0) pontig terjed.

Az 5z — 6y + 7z = K egyenlet minden adott K értékre egy-egy sikot hataroz meg, amely az X-, Y-, Z- tengelybdl
rendre

a=K/5 b=-K/6, ¢c=K/T

hosszisagu szakaszt metsz le. Ezek egyenes aranyban vannak K-val, tehéat a kiilonbozs K értékekhez tartozo sikoknak
a koordinata-sikokba es§ metszésvonalai parhuzamosak, igy maguk a sikok is parhuzamosak.



7. dabra

Abrézoljuk a parhuzamos siksereg Pj-en, illetve Po-n atmend egyedét (7. dbra). K értéke P-ben 3/7, Py-ben 6/7,
kiilonbo6zok, igy Pi-en és Po-n a siksereg két kiilonbo6z6 egyede halad at, a tengelymetszetek
a1 = 3/35, b1 = —3/42, c1 = 3/49, illetve
a9 = 6/35, b2 = —6/42, Coy = 6/49
A P, P, szakasz minden egyes bels pontjan a parhuzamos sikseregnek egy és csak egy — a két megrajzolt sik kozti —

egyede megy at. A tengelymetszetekbdl megallapithato, hogy Pi-t6l P felé haladva K értéke novekszik, tehat a fenti
K, a legkisebb, K> a legnagyobb érték.

3. feladat. Az ABC hegyesszogii hdromszog B és C cstucsdban az AB, illetéleg AC oldalra emelt merdlegesek
metszéspontja P. P-nek a BC szakaszon levd (merdleges) vetiilete Q. Bizonyitandd, hogy a Q ponton dtmend, BC-tél
kilonbozo egyeneseknek a BAC sz0g szdrai kozé esd szakasza nagyobb BC-nél.

I. megoldas. Legyen egy a @ ponton athaladd, a BC-t6l kiilonb6z6 egyenesnek az AB szarral valé metszéspontja
E, AC-vel valé metszéspontja F' (8. abra). A P-b6l az EF-re huzott merdleges talppontja legyen Q1.

A

8. dbra

Hasonlitsuk ossze (Pythagoras tétele alapjan) a BQ és EQ1, tovabba a QC és Q1 F szakaszokat. A BPQ és EPQ

derékszogt haromszogekbdl
BQ = +/BP? — PQ?, EQ, = /EP? - PQ3.

A PQQ és PEB derékszogti haromszogekbdl nyilvanvaloan
(6) PQ > P

(7) és EP > BP.

Ezek szerint BQ kifejezésében a kisebbitendd kisebb, a kivonandé pedig nagyobb, mint F(Q); kifejezésében, tehat
(8) BQ < EQ;.

Ugyanigy a PFC derékszogt hdromszoghdl adodo

(9) PF > PC

felhasznalasaval a CPQ, FPQ; és PQQ: derékszogli haromszogekbdl

(10) QC = \/PC? — PQ? < \/PF? — PQ? < \/ PF? — PQ? = Q,F.




Megmutatjuk még, hogy @ a BC szakaszon, Q1 az EF szakaszon van. Ekkor (8)-at és (10)-et Osszeadva kiovetkezik
a bizonyitandé egyenl&tlenség:

(11) BC = BQ+QC < EQ, + Q,F = EF.

A @ és Q1 helyzetére kimondott allitas igy lathatd be. Az ABC haromszog B-nél és C-nél levs szoge hegyesszog,
igy az AB-re B-ben és AC-re C-ben allitott mer6legeseknek az oldalegyenesektdl a haromszoget tartalmazo félsikba
indulo félegyenesei BC-vel hegyesszoget zarnak be. Igy P ezeknek a félegyeneseknek a metszéspontja, vetiilete, @, a
BC szakaszon van, és P a BC egyenes ellenkezd oldalan fekszik, mint A.

Ha E az AB oldal B-n tuli meghosszabbitasan van — amit a tovabbiakban mindig feltesziink, mert, ha kell, a bettizés
megcserélésével elérhetiink —, akkor F és P a BC egyenes ugyanazon oldalan van, tehat BE P(Q) konvex négyszog; F-nél
levs szbge, mint a BEP derékszogl haromszog egyik szoge, hegyesszog, Q-nal levs szoge pedig derékszog, tehat az
EQ atlo PE-vel is, PQ-val is hegyesszoget zar be, s igy Q1 az FQ szakasz bels6 pontja. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés. A feladat allitdsa érvényes, akdrmekkora is a hdromszog A-nél levs szoge, hiszen csak a B és C' cstcsnél
levs szogrdl hasznaltuk fel, hogy hegyesszogek. Vilagos, hogy érvényes marad akkor is, ha pl. B-nél derékszog van,
ekkor ugyanis P és ) egybeesik C-vel. Ha viszont pl. B-nél tompaszog van, akkor a (11) egyenlStlenség nem kovetkezik
(8)-bol és (9)-bol, mert az utolso két bekezdés meggondolasai nem érvényesek, @) a BC szakaszon kiviil keletkezik, és
valoban EF lehet kisebb is, nagyobb is, mint BC'.

IT. megoldas. Az I. megoldas (7) és (9) egyenl6tlensége szerint az EPF haromszogben a P-b6l indulé oldalak
nagyobbak, mint a BPC' haromszog megfelels oldalai. Megmutatjuk, hogy egyrészt EPF< > BPC<, méasrészt hogy
ebbdl, tovabba a BC'P és C BP szogek hegyesszog voltabol kovetkezik, hogy a harmadik oldal is az EPF haromszogben
nagyobb.

9. dbra

A szogekre kimondott egyenl6tlenség igazolasara rajzoljuk meg a B, F, @, valamint a C, F', () pontokon athaladé
koroket (9. abra). P az els6 kor belsejében van, mert a BQ szakasz P-b6l az ABC' szoggel egyenld szog alatt latszik
(merosleges szaru hegyesszogek), E-bél pedig ennél kisebb szog alatt. A mésik koron viszont kiviil fekszik P, mert a
QFC iv P-bol vett latoszoge akkora, mint az AC B sz0g, a P-vel egy oldalon levs kiegészitG iv pontjaibol vett 1atoszog
pedig nagyobb, mert innen a QF rész-iv lathato ekkora szog alatt. Ezek alapjan

EPB< > EQB<« =FQC« > FPC«q,
és a két széls6 szoghoz a BPF szoget hozzaadva valéban

(12) EPF<> BPC«.

Az EPF és BPC haromszogek FF és BC oldalaira vonatkozo allitas igazolasdhoz ugy forgattuk el a BPC
haromszoget P koriil, hogy B a PE szakaszra essék (10. dbra), a PC-nél hosszabb PF oldalt pedig P-t6l ramértiik
a PC félegyenesre is, a végpont F). Hazzunk most BC-vel parhuzamost £ és F; koziil azon a ponton at, amelyik
kozelebb van BC-hez (a 10. abran az F; pont az), messe a parhuzamos PFE-t G-ben. Mivel PC < PF = PF}, azért
nyilvanvaléan

(13) BC < GF.



Ha az ABC haromszog B-nél és C-nél levs szoge hegyesszog, akkor a PBC-vel egyenl6 PGF) szog is hegyesszog,
és gy kiegészitG szoge, az EGF; sz0g, tompaszog. Ezért

GF, < EF;.
Ezt (13)-mal egybevetve
(14) BC < EF.

Mivel az EPF; és EPF haromszogek két-két oldala egyenls, de koézbezart szogiik az el6bbi haromszogben kisebb,
azér
EFy < EF,

és ezt (14)-gyel egybevetve BC' < EF; az allitast bebizonyitottuk.

Megjegyzés: A (12) egyenl6tlenség a kovetkezSképpen is belathato. Rajzoljunk koroket a BP és C'P szakaszok, mint
atmérdk folé; ezek egymést P-ben és (Q-ban metszik. Legyen ezek @-t6l kiilonb6z6 metszéspontja EF-fel Ey, illetSleg
Fy (11. abra). P-bol az E1 Fy szakasz ugyanakkora szogben lathatd, mint a BC' szakasz: E1 PFi<< = BPC<, mert a
BPF sz0g kozos résziik, nem kozos F1 P B, illet6leg Fy PC résziik pedig egyenls a vele egy iven nyugvo F1Q B, illetSleg
F1QC = FQC szoggel, ha Fy a QF szakaszon, vagy annak ) végpontjaban van, — az utobbi szogek viszont csicsszogek.
Ha pedig F; a QF szakaszon van, akkor az E1QB szog kiils6 szoge az Fy PCQ hurnégyszognek, az Iy PC rész-szog
pedig bels szog a négyszog (-val szemben fekvs csticsanal, tehat a nem kozos szog-részek egyenlGsége ilyenkor is
fennall.

11. dbra

Az F4 Iy szakasz része az E'F szakasznak, az Fy PFy sz0g része az EPF szognek, tehat valoban fennall EPF< >
BPC«. (Bizonyitani kellene még az E;, F; pontok helyzetérdl felhasznalt allitést.)

A

12. dbra

III. megoldas. Allitsunk merdlegest Q-ban EF-re, és messe ez a PC egyenest Cj-ben, PB-t pedig Bj-ben;
By és Cq merdleges vetiilete a BC' egyenesen legyen Bs, ill. Cy (12. abra). E az AB oldal meghosszabbitasan van,

!Ugyanis az FF) szakasz P-n atmend felez6 merGlegesének ugyanazon oldalara esik E és Fy.



ezért a mer6leges a PQC derékszogl szogtartoményban halad, tehat a BC'P haromszog PC oldalat és a BP oldal
meghosszabbitasat metszi, tovabba Cs a QC' szakaszon adédik. Ezért QC, < Q B, és egyszersmind

(15) QCs < QBs.

C és @ rajta van a C1F atmérs folotti Thales-koron. A QFC; és QCCy szogek egyenldk, mint ugyanazon iven
nyugvo keriileti szogek, igy a QFCy és CoCCy derékszogi haromszogek hasonlok. A két atfogod koziil F'C; a nagyobb,
mert a kornek atmérGje, tehat a megfelelé befogdkra

(16) FQ > CCs.

A BC-b6l még fennmaradt CyB szakasz helyett a nala nagyobb By B-r6l mutatjuk meg, hogy kisebb az EF-bdl
fennmaradt E@Q-nal. (BaB a BC-nél nagyobb is lehet.) Ehhez a BBy By és az E'B1(Q haromszogeket hasonlitjuk Gssze.
B és @ rajta van az EB; atmérd folé rajzolt Thales-koron, ezért egyrészt

EB; > BB,

masrészt a két haromszoégben az egy iven nyugvo B, EQ és By BQ keriileti hegyes szogek egyenlok. Igy a két haromszog
hasonlé, és az £B;@Q haromszog oldalai nagyobbak, tehat

(17) EQ > BBs.
Most mar a (15)—(17) egyenl6tlenségek alapjan valoban

EFEF=FEQ+ QF > BBy + (2C = BQ + QB + C:C > BQ 4+ QCs + C2C = BC.

ki

13. dbra

IV. megoldas. A feladat allitasa kovetkezik abbol is, ha megmutatjuk, hogy az AEF haromszog koré irt k' kor
atmérGje nagyobb, mint az ABC haromszog koré irt k kor atmérGje (13. abra), hiszen nagyobb kérben ugyanakkora
keriileti szo6g — ti. a BAC = EAF szdg — nagyobb hur felett nyugszik.

A k kor atmegy P-n is, és AP a kor egy atmérGje, mert az ABPC négyszogben a B és C cstcsnal derékszog van.
Elég tehat belatnunk, hogy P a k' kor belsejében van, hiszen ekkor k’-nek van k 4tméréjénél nagyobb hirja, ezért &k’
atmérdGje nagyobb, mint k dtmérGje. P valoban k belsejében van, mert (8) alapjan

EFP< > BPC< =180° — BAC< = 180° — EAF <,

és az EF szakasz a k' kor (A-t nem tartalmazo) E'F ivének pontjaibol latszik 180° — EAF szdg alatt. Ennél nagyobb
szog alatt az EF szakaszt csak a k' kor belsé pontjaibol lehet latni. Ezt akartuk bizonyitani.
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