(2., befejezd kozlemény)

6. Egyel6re tegyiik félre eddigi témankat — késébb visszatériink ra — s fogjunk hozza a kovetkezd, kombinatorikai
kérdéskor targyalasahoz.

Tekintsiik az N = n? +n + 1 oldala szabélyos sokszog, ¥ cstcspontjainak a halmazat. Ennek elemei kettenként
egyenes szakaszokat feszitenek ki; a szakaszok szdma nyilvanvaloan N (N —1)/2. E szakaszok hosszisaga csak (N —1)/2-
féle — az egy csicsbol kidgazoé ilyen szakaszok kettenként szimmetrikusan helyezkednek el, vagyis kettenként egyenldk;
és minden egyes hosszisaghoz N kiilonb6z6 szakasz tartozik — a szakaszok barmelyikét a K kozéppont koril, w =
27 /N szoggel egymas utan N-szer elforditjuk, ily modon az N szami, egyenld hossza szakaszt mindegyik helyzetben
megkapjuk. Ragadjunk ki a X' csticsai koziil | szamut, vagyis az N-elemtd ponthalmaz egy [-elemd részhalmazat. Ez az
1 pont kettesével L = I(I — 1)/2 szakaszt feszit ki. Hogyha | > n + 1, az L szamu szakasz kozt el6fordul két egyenls
hossztisagu, hiszen a X' altal létesitett szakaszok hosszusagai csak (N — 1)/2-felék, és | > n+ 1 esetén L > (N —1)/2.
Ha azonban [ = n+1, akkor el6fordulhat, hogy a szoban forgo, I-elemt részhalmaz kifeszitette L szamua hur mindegyike
mas—mas hosszisagu.

3. dbra

A 3. 4bra példat mutat erre nézve, mégpedig az 5% + 5+ 1 = 31 oldald X esetét. A kivalasztott 5+ 1 = 6
elemd részhalmaz: a {0, 1, 3, 8, 12, 18} ponthalmaz. Elnevezhetnénk a X' ponthalmaz teljesen szabdlytalan mazimdlis
részhalmazdnak. Egy ily moédon definidlt részhalmazt — a rovidség kedvéért — egy a X-hoz tartozd II-halmaznak
mondunk a kovetkezékben. Az n nem minden értéke esetében van a X halmaznak IT-részhalmaza. Ha pl. n = 6,
akkor barmiképpen valasztunk is ki a 43-oldala szabalyos sokszog — a X' sokszog — csticsai koziil 7-et, e 7 pont
kifeszitette szakaszok kozt mindig van (legalabb) két egyezd hossztsagt, vagyis a kivalasztott részhalmaz a ,teljesen
szabalytalan” kovetelménynek nem tesz eleget. (Err6l az olvasé meggy6zGdhet, pl a 817. gyakorlat megoldasaban
alkalmazott moédszerrel; az Gt hosszadalmas, kivanatos volna minél egyszertibb megoldast keresni.) A IT elemei altal
mint csticsai altal kifeszitett (n + 1)-oldalt konvex sokszoget a X' sokszog egy IT—sokszdogének mondjuk.

A kutatéasok soran igyekeztek megallapitani, hogy az n mely értékei esetében van Y-nak IT-részsokszoge, s mely
értékek esetében nincs. Ez az dltalanos kérdés azzal az elemi modszerrel, amellyel a mi feladat—megoldoink az n = 3
esetet tisztaztak (817. gyakorlat), reménytelennek latszik. Valojaban silyos eszkozoket hasznaltak fel, mégsem oldottak
meg az egész problémat. Azt 1938-ban sikeriilt bebizonyitani, hogy minden n = p® szdm esetében (ahol p primszdm
ésa=1, 2, 3, ...) van a X-nak II-részsokszige.

A kovetkezdkben a X-halmaz bizonyos I1-részhalmazainak halmazaval foglalkozunk.

7. Jarjuk koriil a szabalyos N-szoget, a 2-t, és mint az 6raszamlapot, szdmozzuk meg a szogpontokat 0, 1, 2, ...,
(N — 1)-gyel. Igy kiragadva a
ko <ki<ka<...<ky

szdmokat — ahol is legyen 0 < ko és k, < N — 1 —, a Y-nak egy részsokszogét, vagyis mint ponthalmaznak egy
{ko, k1, ..., kn—1} részhalmazat jeloltiik ki. Legyen ez most a X-nak egy IT-részhalmaza, mégpedig ama IT sokszoggel
megadva, melynek 0 és 1 szomszédos csiicsai és a 01 oldallal szomszédos két oldal koziil a révidebbik alljon a forgasirdny
felé. Ilyen a 3. abra kiemelt hatszoge (ahol is n = 5).

Most forgassuk el a K kozéppont koriil a I1y sokszoget a kijelolt irdanyban rendre w, 2w, ..., (N — 1)w szdggel —
ahol w = 2w/N —, akkor a kezd6 sokszoggel egyiitt a

Ily, II, II5, ..., IIN_1

sokszogsorozatot kapjuk. Mondhatjuk, hogy ezek a sokszogek, mint elemek, egy djabb, N-elemid halmazt alkotnak;
nevezziik ezt a halmazt Q2-nak. A kovetkezékben a X', 2 halmazok tovabbi kapcsolatait fogjuk kideriteni

I. TETEL: Az Q halmaznak egy és csakis egy eleme tartalmazza a X két adott elemét.



BIZONYITAS. Legyen a X két adott cstucsahoz irt szam a k és k + 1. E két pont K pontbol lw szégben latszik.
A 11, csucsaibol alkotott pontparok K pontbeli latoszogel kozt az w, 2w, ..., qw szogek (¢ = (N — 1)/2) mindegyike
fellép, mégpedig mindegyik pontosan egyszer, ami a I1—sokszog definiciéjabol kovetkezik. Tekintsiik most Ilp-nak azt
a csicspontparjat, amelynek a lat6szoge éppen lw. Ezt a pontpart az elGirt irany,

0, w, 2w, ..., (N—-1Nw

szogl forgasok koziil egyik, de csak az egyik — mondjuk a jw szogd — atviszi a k, k + [ kijelolt pontparba. Ennélfogva
az 2-nak egy és csak egy eleme, a II; sokszog, tartalmazza mint csicsokat a két adott pontot.
Az igy talalt I1;-t a k és k + | pontok dsszekdtd sokszdgének mondhatnank.

II. TETEL: Az Q bdrmely két elemének eqy és csak eqy kizis csicsa van, ami nyilvinvaldan a X-nak egy eleme.

BIZONYITAS. Legyen a mondott két elem a ITj, és ITj; sokszog. A K kiézéppont koriil a kijelolt iranyba lw
szoggel elforditva a Ilx-t, tmegy a Il;;-be. Minthogy ITx-nak van egyetlenegy olyan csicspontparja, melynek K
pontbeli latészége éppen lw, mondhatjuk, hogy ezt a part a g és ¢ + | pontok alkotjak. Amde az lw szogi forgés g-t
atviszi (¢ +1)-be, a IT;1; egy csucsdba. Eszerint a ¢ + [ pont a ITj és Iy, kozos cstucsa. Tobb kozos cstcs pedig az L.
tétel szerint nem lehet.

Az igy talalt, g + [ altal megnevezett csicsot a ITy, IT;4; sokszogek metszés—csicsdnak mondhatjuk.

Szembetling rokonsag mutatkozik az I. és II. tétel kozt a kovetkezd meggondolas sordn. Most ne térédjlink azzal,
hogy a X' halmaz elemei pontok, az (2 halmaz elemei pedig I7T-sokszdgek, hanem csak azt, hogy akar az egyik, akar a
mésik halmaz elemeinek a szama ugyanaz: N = n? +n + 1. Fogalmazzuk meg tovabba a két tételt a kovetkezSképpen:

I. A ¥ halmaz két eleme az w halmaz eqy és csak eqy elemét — Osszekdts sokszog — hatdrozza meg.

IL. Az Q halmaz két eleme a X halmaz eqy és csak egy elemét — metszés—csucs — hatdrozza meg.

Ezt, a X és Q kozt fennalld logikai szimmetridt dualitdsnak nevezziik.

III. TETEL. Kivdlaszthatd a X elemei kozil négy olymdédon, hogy azok kettenként hat Gsszekotd IT-sokszoget
hatdroznak meg.

BIZONYITAS. Tekintsiik a ITy és II; sokszoget. E két sokszog kozos csicsa az 1. Legyen ITp-nak az 1-t6l
kiilonboz6 két cstcsa j és h; az [11-nek az 1-t6l kiillonb6z6 két csicsa pedig k és 1. A j, h, k, | pontok kettenkénti
0sszekots I1-sokszogei koziil mar ketté megvan: a Il és I1;. Ezek egyike sem lehet a j, k part 6sszekots I1-vel azonos,
mert kiilonben a masikkal is volna az 1-en kiviil még egy kozos csicsa, d&mde akkor az 1. tétel szerint ezzel a méasikkal
is azonos volna, ami nem igaz, mert Iy nem azonos a II;-gyel. Hasonlé eredmény adédik a j, I; h, k; h, | parokra
nézve is. Még a 7, k; 7, l; h, k; h, | pArok meghatarozta IT-sokszogeket kell egymassal egybevetni. Hogyha pl. a j, k
meghatarozta IT-sokszog a j, | meghatarozta IT-vel volna azonos, akkor ez a IT a j, k, | szogpontokat mind 6sszekdtné,
amibdl Gjra az adodik, hogy I1y a I1;-gyel azonos, és ez nem igaz. Ugyanigy adddik a tobbi esetben is, hogy a parok
meghatéarozta I[I-sokszogek paronként kiillonbozsk.

8. Ezek utan a sik és a sikgeometria, pontosabban a projektiv sik és projektiv sikgeometria legkorszeriibb felfogasat
is ismertetni tudjuk.

Hogyha ,egy sik Osszes pontjain” valamely 3}-nak az Osszes csicsait, valamint ,a sik Osszes egyenesein” a X'-hoz
tartozoé 2 Gsszes elemeit — a Iy, Iy, ..., IIn_1 sokszOgeket —, tovabba ,egy egyenes pontjain” egy II—sokszog csicsait
akarjuk érteni, akkor ez a mesterkélt fogalomalkotds nem vezet az I axiémarendszerrel szembeni ellentmondasra. (Igy
csak az deriil ki, hogy az axiémarendszer — noha a kozonséges sik idedlis elemekkel valé bévitésével szarmaztatott
projektiv sik jellemzésére késziilt — méasféle elemrendszereket is jellemez.) Ebben az értelemben ugyanis az I, Io, Is
axioméak rendre ugyanazt mondjak, amit az L., II., IIIL. tételek. Ilyen mesterkélt sik végteleniil sokféle van, mert ahogyan
a 6. szakaszban emlitettiik, minden torzsszdm-hatvinyhoz tartozik IT-részsokszoggel rendelkezd X sokszog. Az igy
definialt sikot n = p?’—adrendi GALOIS siknak nevezik.

Barmiféle elemek halmazat tekintjiik is, ha abban az I, Iy, I3 axiémakban szerepld fogalmak értelmezhetsk, és az
adott értelmezések szerint igazak is az axiéméak allitasai, akkor a halmazt projektiv siknak nevezik.

Az axiomarendszernek megfelel§ kiilonféle sikokra azt is szoktdk mondani, hogy az axidmarendszer dltal definidlt
modellek. Eddig tehat az I altal definialt modellekkel ismerkedtiink, de nem minden modellel, hanem csak a kézonséges
sikbol bovitéssel szarmaztatott végtelen modellel és a véges modellek koziil a GALOIS—félékkel. A | yvégtelen” és ,véges”
arra utal, hogy a sik pontjainak szama végtelen vagy véges. Az I-bdl tehat — tovabbi tulajdonsagok ismerete nélkiil —
nem lehet levezetni még azt sem, hogy az egyenesnek végtelen sok pontja van, hiszen amint lattuk, az olyan modellre
nézve is igazak az I axidomaéi, amelynek minden egyenese n + 1 = p® 4+ 1 pontbol all. Az axiomarendszer éppen azt
mondja ki, ami az altala definialt modellek k6z6s tulajdonsaga; és minden pusztin az axiémakbol levezethetd tétel a
modellek mindegyikére nézve, vagyis kozosen igaz.

Talén elsé hallasra megleps az az allitas, hogy a FANO-tétel az I-bdl nem vezethets le. Hiszen lattuk, hogy a
kozonséges sik bovitésével szarmaztatott projektiv sikon — klasszikus projektiv siknak is nevezik — az F-tétel igaz.
A 3-adrendii GALOIS sik tanulményozasa sordn kideriilne, hogy az F-tétel azon is igaz. Most megmutatjuk, hogy
példaul a 2-odrendd GALOIS sikon az F-tétel nem igaz.



4. dbra

A masodrendd GALOIS sik (4. abra) a koézonséges sik szabélyos hétszogeével azonos, egyeneseit a

0*={0, 1, 3}, 1*={1, 2, 4}, 2*={2, 3, 5),
3*=1{3,4, 6}, 4*={4,5, 0}, 5 ={5,6, 1}, 6*={6,0, 2}

haromszogek jelentik. Tekintsiik most — példaul a 0, 2, 3, 4 pontnégyest. A pontnégyes elemei kettenként a

0, 21-{6, 0, 2}-6%, [3, 4] = {3, 4, 6} — 3°;
[Oa 3]:{0a 1, 3}:0*7 [27 4] = {17 2, 4} = 1*;

[0, 4={4, 5, 0}=4*, [2, 3]={23, 5} =2

Osszekots egyeneseket feszitik ki. Ezeket méar ugy osztottuk parokba, soronként irva a parokat, hogy az egyenespar
egyik egyenese a pontnégyes valamelyik pontparjat, masik egyenese a pontnégyes hatra levé két pontjat koti Ossze.
Vagyis a
6", 3*; 0%, 1*; 4, 2%
parok metszéspontjai az atlospontokat jelentik. Lassuk csak e pontharmasparok k6zos elemét! A részletes kiirasukbol
kozvetleniil kitinik, hogy rendre a
6,1, 5

pontokrol van szo. Lam! ez a harom atlospont most nem haromszoget, hanem egyenest feszit ki: az 5* = {5, 6, 1}
egyenesr6l van szo.

9. Befejezésként azt emeljiik ki, hogy az I-b&l pusztan kovetkeztetéssel adodo tétel az I-nek megfelel§ barmely
modellre nézve érvényes, hiszen az 0sszes lehetséges modellek k6z6s tulajdonsédgabol, az I-b6l indul ki az ilyen levezetés.
Példaképpen lassunk egy ilyen ,sok legyet egy csapéssal” jellegii levezetést.

Legyen a és b két egyenes, P pont pedig egyikhez se illeszkedjék. Tétel: P-b6l a pontjait b-re vetitve az utdébbinak
minden pontjat megkapjuk és mindegyiket csak egyszer.

Bizonyitas: legyen X az a-nak egyik tetsz6leges pontja. Az I szerint egy PX egyenes, roviden x egyenes van. Ez
az xr sem a-val, sem b-vel nem azonos, mert az utéobbiaknak P nem eleme, viszont x-nek eleme. No de akkor az = és
b egyenesparnak I szerint van egy kozos Y pontja, s6t I; szerint csak egy ilyen van. Az Y a P-t6l kiillonbozik, mert
Y a b egyenesnek eleme, viszont a P nem. Az a egyenes két pontjanak, X; és Xo-nek nem lehet ugyanaz az Y pont
a b-re esG vetiilete. Az z1 és xo ugyanis nem lehet azonos, mert az X; et és Xo-t egyarant tartalmazo egyenes, az a,
nem tartalmazza P-t. Masrészt az egymastol kiilonboz6 =1, xo egyeneseknek P is és Y is kozos pontja volna, ami Iy
szerint lehetetlen. Ezek szerint az a pontjait vetitve a b egyenes mas—mas pontjait kaptuk.

Azt kell mqg belatnunk, hogy igy a b-nek minden pontja elGall. Vegyiik evégbdl b egy tetszdleges V' pontjat. A PV
0sszekots egyenes, roviden u, egy U pontban metszi a-t. Ennek az U-nak a P-bél valo vetiilete a V.

Bizony kinosan nehézkesnek latszik ez a csupan I-re tamaszkodd okoskodas. Amde megéri a faradozast, mert a
tétel vegtelen sok modell barmelyikére igaz dolgot &llit. Erdemes legalabb egy modellen megnézni, hogy mit mond e
tétel.

Vegyiik evégbdl és gyakorlasképpen a harmadrendid GALOIS sikot, vagyis a szabalyos 13-szoget, melyben a 11—
sokszogek négyszogek. (Most mar az abrakészitést és annak alapjan az egyeneseket jelentd szamnégyesek osszeallitasat,
ami a 8. szakaszban targyaltak mintajara megy, az olvasora bizzuk.) Az egyenesek:

0*=1{0, 1, 3, 9}, 1*={1, 2, 4, 10), 2*={2, 3, 5, 11},...,
12* = {12, 0, 3, 8};



ahol is k* a Il sokszog csucspontjainak halmaza. Legyen most a P vetitési kbzéppont szerepét betoltd elem az 5.
Tovabba az a, b szerepét vegye at a 0%, 1*. Két sorban felirjuk a 0* és 1* pontjait, mégpedig az els6 sor elemei ala

rendre a vetiileteket irva:
013 9
41210

A vetit6 egyenesek sugarsorat rendre a 4%, 5%, 2%, 9* egyenesek alkotjak.

10. A GALOIS geometriardl szolo elsé nagyszabasi, attors jellegi mii, mely erre a kutatési teriiletre a matema-
tikusok fokozott érdekl§dését rairanyitotta, 1959-ben jelent meg. Szerz&je B. SEGRE professzor, a nagyhird rémai
eminario di Algebra Geometria e Topologia” igazgatoja. Ma mar az 6 tanitvanyai mivelik ezt az 4j tudoméanyagat,
s rovid néhéany esztendd alatt szdmos szép eredményt értek el. B. SEGRE professzor 1963-ban toltotte be hatvanadik
életévét, jelen kozleményemet az § tiszteletére irtam.

Karteszi Ferenc



