1. A matematika tOrténete tanusitja, hogy egyes problémakorok irant koronként kialszik az érdeklgdés, majd meg-
tjulva ismét fellangol. Elsfordul, hogy a kutatésok soran olyan, az eredeti problémakorbél kidgazéd izgalmas kérdések
meriilnek fel, amelyek elvonjék az érdekl&dést, s més iranyba terelik a kutatékat. Lehet az is, hogy a matematikdnak
és alkalmazésainak bizonyos fejlédési stadiuméban valamely problémakor annyira kiaknazottnak latszik, hogy semmi
djat nem igér. Az ilyen ,kimeriilt banyatol” a kutato szellem elfordul és Gjat, feltarasra érdemest keres. Az elhanyagolt
vagy elhagyott kutatési teriiletekre valo visszatérésnek kiilonféle inditékai lehetnek. ElSfordul, hogy valamely prob-
léemakor a fejlédés soran érintkezésbe jut egy régi, azel6tt téle tavolinak latszé problémakorrel. Ilyenkor az egyiknek
a modszerei és szempontjai behatolnak a mésiknak a teriiletére, s6t esetleg kolcsonosen megtermékenyitik egymast.
Megujhodik a régi, a lezart kérdések uj fényt kapnak és Gj problémakat vetnek fel. Gyakran el6fordul, hogy valamely
régi modszer vagy lezart ismeretkor hasznos alkalmazasra talal, és ilymoédon ismét az érdeklgdés elGterébe 1ép. Ilyenkor
esetleg éppen az alkalmazok veszik észre, hogy a régen kidolgozottnak és lezartnak vélt teriilet korant sincs kidolgozva
és lezarva, Gjja kell épiteni vagy at kell alakitani és tovabb kell fejleszteni.

Ebben a kozleményben a matematika egy olyan legtijabb kutatasi teriiletére vezetjiik el az olvasoét, amely két régi
ismeretagnak, a projektiv geometrianak és a kombinatorikdnak a talalkozasabdl sziiletett, s ma mér alkalmazésra is
talalt a fizikiban és a matematikai statisztikaban.

Igyeksziink tgy talalni mondanivaléinkat, hogy az iskolai tananyagon tuli elSismeretek nélkiil is érthets legyen.
E folyéirat malt tanévi fiizeteiben néhany feladat a jelen kozlemény elSkészitésére szolgalt: 817. gyakorlat, 1224. és
1284. feladat[ Hogyha a kombinatorika elnevezéssel itt taldlkozott el6szor az olvasd, egyelére elég, ha csak annyit
tud rola, hogy az idézett feladatok geometriai targyu és kombinatorikai jellegii okoskodassal megoldott feladatok. (A
kezd6 szédmara nem sokat jelentene, ha azt mondanank: a kombinatorika nem més, mint a véges halmazok elmélete.)
Azt pedig, hogy mivel foglalkozik a projektiv geometria, kissé részletesebben, de csak a legsziikségesebb tudnivalokat
érintve, megvilagitjuk. Csakis a sitkgeometriarol beszéliink, ezért ha nem is mondjuk ki, mindig gy értendd, hogy a
szoban forgo pontok és alakzatok egy sikhoz tartoznak.

2. Olyan alakzatokkal és ezeknek olyan tulajdonsagaival foglalkozunk, amelyek a pont, egyenes és illeszkedés
fogalméval teljesen leirhatok. — Illeszkedés a pont és egyenes ama kolesonds viszonyat jelenti, amit més szoval igy
szoktunk kifejezni: ,a pont rajta van az egyenesen”, avagy ugyanazt jelenti: jaz egyenes atmegy a ponton”. Barmely
pont—egyenes par esetében tudjuk azt, hogy vagy az illeszkedés, vagy a nem-—illeszkedés viszonya &ll fenn koztiik. —
Az 6sszekOtS egyenes és a metszéspont a mondott harom fogalom segitségével definidlhatd. Az az egyenes, mely két
ponthoz egyarant illeszkedik, a két pont 0sszekots egyenese. Az a pont, mely két egyeneshez egyarant illeszkedik, a két
egyenes metszéspontja.

1. dbra a, b, c,

Altaldnos pontnégyes az olyan négyelemt ponthalmaz, mely (kettesével) hat 6sszekots egyenest hataroz meg, vagyis
nem létezik egyenes, melyhez a négy pont koziil ketténél tobb is illeszkedik.

Az altalanos pontnégyes kifeszitette hat egyenes alakzatat tekintve, harom esetet kell megkiilonboztetniink, amint
az 1. abra a), b), c¢) részei mutatjadk. Az ABCD pontnégyes kifeszitette 1, 2, ..., 6 egyeneseket ugyanis parokra
bontjuk, a kovetkezs rendezési elv szerint. Az egyenesek barmelyike a pontnégyes két elemét koti Gssze, a masik két
pontot 6sszekots egyenes legyen az elbbinek a parja. Az igy definialt 1, 2, 3, 4, 5, 6 egyenespéarok elemei — az a) esetben
—az X, Y, Z metszéspontokat, az eredeti pontnégyes dtldspontjait szolgaltatjak. A b) esetben csak két atlospont (Y
és Z), a c) esetben csak egy atlospont (Z) 1ép fel, mert az 1 és 2; illetve az 1 és 2, valamint a 3 és 4 egymast nem
metsz6 egyenesek.

Az eseteknek megfelelGen kénnyt bebizonyitani a kovetkezd tételeket:

a: Az X, Y, Z pontok (kettenként) harom osszekots egyenest hataroznak meg.

B: Az Y Z 6sszekot6 egyenes mind az 1, mind a 2 egyenest metszi (vagyis nem parhuzamos veliik).

~v: A Z ponton atmend, az 1, 2 egyenespart nem metsz5 (vagyis a par elemeivel parhuzamos) egyenes kiilonbozik
a Z ponton atmend és a 3, 4 egyenespart nem metsz6 egyenestsl.

E tételek bizonyitasat az olvaséra bizzuk.

K. M. L. 27 (1963/12) 213. és 202 o. (megoldassal), ill. 221. o. (kitiizés).



A széban forgd haromféleséget az a kétféleség okozza, hogy két egyenesnek vagy van egy kozos pontja vagy nincs
(vagyis parhuzamosak).

J. KEPLER (1571-1630), a nagy csillagasz észrevette, hogy ha a sik pontjai alkotta ponthalmazt 4j elemek beve-
zetésével kibovitjiik, akkor az ilyen fajta tobbféleségek megsziintethetSk. (Elgondolasa arra a fogalomalkot6 eljarasra
emlékeztet, mely a természetes szamok alkotta halmaz els6 bévitésekor szerepel, midén bevezetjiik az 4j elemet, a
zérust.) A sik fogalménak e KEPLER—féle megvaltoztatasat most a sziikséges mértékben ismertetjiik.

3. A sik eddigi értelemben vett pontjait és egyeneseit egyelére kozonséges pontoknak és kozonséges egyeneseknek
mondjuk. A kozdnséges egyenes pontjainak a halmazat egy 4j elemmel, az egyenes idedlis pontjdval bévitjik; két
egyenes pontjainak a halmazat akkor és csak akkor bévitjik ugyanazzal az idedlis ponttal, hogyha a két egyenes
parhuzamos. Az idedlis pont értelmét éppen az a kijelentés fejezi ki, hogy a parhuzamos egyeneseknek egy kozos idedlis
pontjuk van, ez a pont illeszkedik a mondott egyenesekhez, de nem illeszkedik a mondott egyenesekkel nem parhuzamos
egyenesek egyikéhez sem.

Az ideélis pontok bevezetése utan elmondhatjuk, hogy két egyenes mindig metszi eqymdst egy pontban, tudniillik
vagy kozonséges pontban, vagy idedlis pontban.

Mi lesz most azzal az alaptétellel az igy bévitett sikon, hogy két ponthoz egy és csak egy egyenes illeszkedik (az
0sszekots egyenes)?

Evégbdl azokat az eseteket kell, mint 0j lehetGségeket, tekintetbe venniink, midén nem mindkett kdzonséges pont.
El6szor is legyen adva egy kozonséges pont, P és egy idealis pont, jelolje ezt Q). Mit jelent az, hogy adva van a Qo7
Azt, hogy adva van egy [ egyenes, ennek egy idedlis pontja van, és az legyen a Qoo. A Qoo-hez illeszkeds egyenesek
az [-lel parhuzamos egyeneseket jelentik. Ezek koziil az egyenesek koziil — tudjuk — egy és csak egy megy at a P
ponton. Ez az egyenes most a P és o, 0sszekots egyenese. Tehat az alaptétel ebben az esetben is igaz. Hogyha két
idealis pont van adva, ez ugy értelmezhetd, hogy adva van két, egymast kdzonséges pontban metszé egyenes, k és [.
Az elébbinek az idealis pontjat jelolje Py, az utobbiét Q. Most a Py, Qo 0sszekits egyenes értelmét veszti, mert
egy egyenesnek csak egyetlenegy idedlis pontja van. Ezt a kivételt is megsziintetjiik azaltal, hogy a sik egyeneseinek a
halmazat egyetlenegy 0j elemmel, a sik idedlis egyenesével bovitjiikk. Az idealis egyenesnek csak idedlis pontjai vannak,
az Osszes ideélis pontok ehhez az egyeneshez tartoznak (illeszkednek). Igy tehat a Py Qoo 0sszekts egyenes nem mas,
mint a sik ideélis egyenese.

A sik ideédlis egyenesének bevezetése utan, nem téve kiilonbséget a kozonséges és az idealis pont koézott, kimond-
hatjuk az alaptételt: két ponthoz eqy és csak egy egyenes illeszkedik, ez a két pont Osszekotd egyenese. Vagyis az idedlis
pontokkal és az idedlis egyenessel bévitett sik, az tn. projektiv sik olyan, hogy azon igaz marad ez a régi alaptétel.
Viszont az a kétféleség, hogy ,két egyenes vagy metszi egymast vagy nem”, megsziint. Két egyenesnek abban az eset-
ben is van kozos pontja (metszéspontja), midén az egyik a sik idealis, a mésik pedig egy kozonséges egyenese. Ez a
pont nem mas, mint a mondott kdzdnséges egyenes idedlis pontja. A projektiv sikon tehat — nem téve kiillonbséget az
ideéalis és kozonséges pontok kozott, valamint idealis és kozonséges egyenesek kozt — egy Gj alaptétel igaz: barmely két
egyenesnek van egyetlenegy kozos pontja, ez a két egyenes metszéspontja.

4. Visszatériink az 1. abréhoz, s az idealis elemek fogalmat felhasznalva, egybevetjiik az a), b), ¢) alakzatokat.
— Rovidség kedvéeért az elem idedlis voltara a ,,00” jel index gyanant valo kiirasaval utalunk. — A b) alakzat 1, 2
egyenesei X, idealis atlospontot szolgaltatjak és a §) most gy mondhatd, hogy az X, Y, Z pontok nem kdthetsk
Ossze egyetlenegy egyenessel. A ¢) alakzatnak pedig két idealis atlospontja van, Xoo és Yoo. Most az Xoo Yoo Osszekots
egyenes az idedlis egyenes, tehat a kozonséges Z pont nincs rajta, vagyis X, Yoo, Z pontok most sem kothetSk Gssze
egyetlenegy egyenessel.

Kiemelve a hérom eset kozos tartalmat, mondhatjuk: a kézonséges pontokbol allo ABC D pontnégyes atlospontjai
egy haromszoget alkotnak (melynek legaldbb egy kozonséges csticspontja van).

2. dbra d, e

Ezen az aton haladva 0j kérdés meriil fel. Az a kikdtés ugyanis, hogy az A, B, C, D pontok koziil ketténél tobb
ne essék egy egyenesbe, vagyis kettenként hat egyenest hatarozzanak meg, agy is teljesiilhet, hogy a négy pont koziil
vagy egy, vagy kettd legyen ideélis pont. Mit vesziink észre ezekben az esetekben? A 2. dbra d) alakzata az A, B, C,
D és e) az As, B, C, Do esetet tiinteti fel. A mésodik esetben az egyik atlospont és az egyik Gsszekots egyenes is
idedlis elem: Yo, és 3o.. Az eseteknek megfelelGen igaz a kovetkezs tétel:



0) Az X, Y, Z atlospontok (kettenként) harom Osszekotd egyenest hatéroznak meg.
) Az X7 egyenes kozonséges pontban metszi az Y ponton dtmend 4 egyenest.
E tételek bizonyitasat az olvaséra hagyjuk.

Most pedig megmondjuk, hogy a sik fogalmanak KEPLER—féle modositasa miként teszi lehetévé az 6tféle tétel —
a), B), v), §), €) — megegyez6 lényegének megragadasat, egyetlen tételként valdé megfogalmazasat. Evégbol megsziin-
tetjiik a kozonséges és idealis pont megkiilonboztetést, vagyis a projektiv sik értelmében fogalmazunk.

Hogyha egy pontnégyes elemei hat dsszekotd eqyenest hatdaroznak meg, akkor az dltala meghatdrozott harom dtlospont
hdrom dsszekotd eqyenest hatdroz meg.
Ez az an. FANO-féle tétel (roviden F-tétel).

5. A projektiv sik fogalma és az un. projektiv geometria a matematikusok korében eleinte alig valtott ki érdekld-
dést. A projektiv geometria els6 fejldési periodusa J. V. PONCELET (1788-1867) francia matematikus 1822-ben
megjelent hires mdvével kezd&dott: ,, Trailé des propriétés projectives des ﬁgures.’ Ett6l fogva rohamos fejlédésnek
indult, a matematikusok érdeklédésének egyik kdzépponti téméja lett. Fejlddése tobb izben kihatott az algebrara is,
termékeny szempontokkal és problémékkal gazdagitotta. Egy évszazadot ativels fejlédése utan ugy latszott, hogy a
Hkimeriilt banya” sorsara jut. Azonban 1943-ban ismét megujhodva — Gjfajta problémakkal — magéra vonta a figyelmet.
A jelen kozlemény kévetkezs részében a projektiv geometria e legujabb kérdéskoreibdl adunk izelitét.

Egy évszazados fejlédés sordn szdmos olyan mtvet publikdltak, melynek az volt a célja, hogy néhany egyszerd
alapfogalombol, s lehetéleg kisszamu alaptételbdl (axiomabol) kiindulva vezessék le a projektiv geometria egészét.
Ebben a kutaté munkiban éppen az alapul szolgald legalkalmasabb fogalmak és tételek kivalogatasa, Osszeéllitasa
volt a nehéz. Harmadik évtizede — de kiilondsképpen nyolc esztends 6ta — egy itt ismertetésre keriil6 axiomarendszer,
roviden I, valamint az I-re tamaszkodé okoskodasok dtjan adodé tételek tanulmanyozasa tobb neves matematikust
foglalkoztat.

A széban forgd axiomak a projektiv sik jellemzésére szolgalnak, és a sik alapeleméiil a pontot valasztva, a sikot mint
ponthalmazt tekintjiik. Az egyenes mint e halmaz bizonyos részhalmaza értelmezhets. Az I rendszer harom axiémaja
éppen azt mondja meg, hogy melyek azok a tulajdonsagok, amelyek az egyenesnek nevezett részhalmazt, és csakis azt
jellemzik.

I, axiéma: Két pont eqy és csak egqy egyenesnek két pontja.

I, axidéma: Két egyenesnek van kézds pontja.

I3 axioma: Létezik olyan négy pont, amely (az I értelmében) hat egyenest hatdroz meg.

Az I;-b6l és I5-bdl kovetkezik, hogy két egyenesnek csak egy kozos pontja van. Ezeket az axiomékat az 6sszekotés,
a metszés és a négyszog alaptételének is szokds mondani.

Az Iy, I és I3 axiomékra, roviden az I-re tamaszkodva, a kovetkezs tételt mar konnyd levezetni:

Létezik olyan négy egyenes, amely az I értelmében hat pontot hatdroz meg.

Karteszi Ferenc

1Magya,rul: Alakzatok projektiv tulajdonsagairol.



