1. feladat. Adva van a sikban hdrom kilénbézd pont, K, L és M. Tekintsik mindazokat az egyenld szdri derékszdgi
hdromszageket, melyeknek oldalegyenesei rendre atmennek az adott pontokon gy, hogy az dtfogé oldalegyenese az M
ponton menjen dat. Mi a mértani helye e hdromszégek koré irhato korék kézéppontjainak?
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Megoldas. A keresett mértani hely egy pontjat a kovetkezképpen szerkeszthetjiik meg. Huzunk egy tetszéleges k
egyenest a K ponton at, majd L-en at egy erre meréleges [ egyenest, metszéspontjuk legyen C. Ezutan az M ponton
keresztiil meghizzuk a k-val 45°-0s szoget bezard my, ms egyeneseket. Az d4bran my az 6ramutato jarasaval ellenkezd
iranyban 45°-kal elforgatva jut k-ra, mo pedig megegyez6 iranyt 45°-os forgatassal. Messe k-t és l-et mq a By, ill. A
pontban, me pedig Bs-ben, ill. As-ben. Ekkor A1 B1C és A3 BoC' a feladat kdvetelményeinek megfelels egyenls szara
derékszogl haromszogek. A derékszogi haromszog koré irt kor kézéppontja az atfogd felezGpontja, abrankon A; By
felez6pontja Fy, AsBs felez6pontja Fb, mindkettd hozzatartozik a keresett mértani helyhez.

Azt keressiik, milyen alakzatot ir le Fy és Fb, mig k a K koril — s igy [ az L koriil, m; és my pedig az M koril —
egyszer koriilfordul.

Az atfogok felez6pontjait Ay és By, ill. Ay és Bs kijelolése nélkiil is megkaphatjuk, ugyanis C' a KL szakasz folé
irt ¢ Thalesz—koron van, CF; pedig (i = 1, 2) — egyenld szart haromszogrél lévén szo — felezi az A;,CB; szbget és
merdéleges m;-re, tehat F;-t M merGleges vetiilete adja a k, | egyenespar megfelels f; szogfelezGjén. E szogfelezk
minden helyzetben felezik ¢t-nek a szarak kozé es6 KL félkorivét is, és igy atmennek t-nek a K L-re mer6leges ViV5
atmeérdje valamelyik végpontjan (az abran CFy atmegy Vi-en, CFy pedig Vo-n. Ezért — barmilyen is a C, F;, V; pontok
sorrendje —, mindig fennall: M FiC< = M F, Vi<t = 90° és M FoC< = M FyVa<t = 90°. Igy a k kiilonb6z6 helyzeteihez
tartoz6 Fy pontok a Vi M, mint atmérs f6lé rajzolt t1 Thalesz—korén vannak, az Fy pontok pedig a VoM atmérs folé
rajzolt to Thalesz—koron.

Hatra van még annak megvizsgalasa, hogy a két utébbi Thalesz—kor minden pontja hozzatartozik-e a mértani
helyhez. Legyen a t; kor egy M-t6l és Vi-t6l kiilonboz6 pontja Xq, és kossiik 6ssze Xq-et Vi-gyel és M-mel. Ekkor
MX, Vi< = 90°; tovabba, miutan V; rajta van a ¢ koron, az X;V1 egyenes e kort altalaban még egy C pontban
metszi. Igy a CK, CL és X1 M egyenesek egy derékszogii egyenls szart haromszoget alkotnak, és e haromszog korée
irt kor kozéppontja éppen a felvett X7 pont. Ugyanis a CX; és CK egyenesek kisebbik szoge 45°, mert az egyenesek
kozott t-nek valamelyik Vi K ive fekszik, vagyis a kor negyede vagy haromnegyede, igy a C'K-ra mer6legesen allo C'L
egyszersmind tiikrds pérja is C K-nak C X;-re, tovabba X1 M 6nmaganak tiikérképe C'X;-re, hiszen meréleges ra; végiil
X, az igy nyert haromszog atfogdjanak és szimmetriatengelyének kozos pontja. — X7 gyanant V; is vehetd, ekkor X,V
egyenes gyanant az X1 M = Vi M atmérére emelt meréleges, t1-nek Vi-beli érintGje veendd, hasonléan X; = M esetén
az M-beli érint6t vessziik X1 M gyanant. — Hasonloan el6fordulhat, hogy X;V; a t kort masodszor éppen K-ban, vagy
L-ben metszi, ekkor az egyik befogo egyenese a KL egyenes, a méasiké pedig a talalt metszéspontban t-hez hazott
érint6. C' gyanant adédhat maga V) is, ha ti. X1V} éppen érinti a t kort.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a ¢; kdr minden pontja a mértani helyhez tartozik. Hasonloképpen az F» pontok to ko-
rének minden pontja ugyancsak hozzatartozik a mértani helyhez, mert meggondolasaink V; helyén Vs-vel valtozatlanul
érvényesek. A keresett mértani hely tehat a ¢1 és to korokbdl all.

Megjegyzés. Lehetséges, hogy az ABC' egyenld szarta derékszogi haromszog ponttéa zsugorodik Gssze, éspedig akkor
és csak akkor, ha C' azonosnak adddik Xi-gyel, hiszen a szoban forgé koriilirt kor sugara X;C. Ilyen X7 mindig van:
t és t1-nek V1-t6l kiilonbo6z6 kdzos pontja, ill. ha ¢ és ¢y érintkeznek, akkor maga V.

2. feladat. Egy tiort szamldldja és nevezdje egyarant kétjeqyi egész szdm, €s a szamldlo tizeseinek a szama egyenld
a nevezd egyeseinek szamdval. Elhagyva a kozds jegyet, a megmaradt egqyjegyd szamok hdnyadosa egyenld az eredeti
tort értékével. Melyik ez a tort?



Megoldas. A feladat olyan a, b, ¢ szamjegyek keresését kivanja, amelyekre

0atb b
10c+a ¢

Itt a és c nem 0, mert a bal oldal kétjegyt szdmok hanyadosa, de b sem lehet 0, mert akkor a jobb oldal 0, tehat a =0
kellene hogy legyen. A torteket eltavolitva
10 ac + bc = 10 bc + ab,

amit, a 10-zel szorzott tagokat egy oldalra rendezve, igy irhatunk:

(1) 10(a — b)e = (a — ¢)b.

Itt, ha a — b nem 0, akkor vagy a — c egyenl6 5-tel, vagy —5-tel, vagy b = 5, mert mindkét tényezd abszolat értéke
kisebb 10-nél.

1) Ha a — b = 0, akkor a — ¢ = 0, vagyis a = b = ¢, és ez nyilvan minden pozitiv a szamjegyre megoldasa a
feladatnak.

2) Haa — ¢ = —5, a = ¢ — 5, akkor (1)-bol (—5-tel egyszertsitve)
2(b+5—c)c=0b.
Ha ¢ < 5, akkor a bal oldal nagyobb, mint b, ha pedig ¢ > 5, akkor a bal oldal 10-nél nagyobb, tehat nem lehet egy
szamjeggyel egyenls.

3) Haa —c=5, a = ¢+ 5, akkor (1)-bdl
2(c+5-=bc=b, (2¢+1)b=2¢c(c+5).

Innen
c+5 _20+1—|—97 9_ 9

— =c —— =Cct = .
2c+1 2(2c+1) 2 2(2c+1)

Ez csak ugy adhat egész szamot, ha 2c 4+ 1 osztéja a 9-nek. Ez ¢ = 1, 4 esetekben kovetkezik be. Ekkor b értéke 4, ill.
8, a = c+ 5 értéke pedig 6, ill. 9. Az ezekkel felirt tortek

6 _4 98 8

6 17 49 4

b=c+5—

valoban megfelelnek a feladat kdvetelményeinek.
4) Végiil, ha b =5, (1)-bél
2(a—5)c=a—¢, (2¢—1)a=9c.

Ebbdsl
9c 9 L 9
2c—1 2 22c—1)
Ez akkor pozitiv egész, ha 2c — 1 a 9 pozitiv osztdja, tehat ¢ = 1, 2, 5. Az a-ra ad6do értékek 9, 6, 5. Ezek koziil a
harmadik értékharmas az 1) alatt szerepelt megoldasok egyikét adja, a masik kett6hoz tartozo tortekre

9% 5 65 5

9 10 26 2
tehéat ezek is megfelelnek a feladat kovetelményeinek; igy 9 érdektelen megoldéas mellett tovabbi 4 megoldasa van a
feladatnak.

Megjegyzések. Tobb versenyzd a kovetelmény alapjan kifejezte valamelyik szamjegyet a masik kettével, majd az
utébbiak minden lehetséges értékparja mellett azt vizsgélta, lehet-e szamjegy a kifejezés értéke. Latjuk, hogy a fel-
adat kevesebb probaval is megoldhatd. Szamosan egy megfelels szamjegyhdrmas megtaldlasa utdn abbahagytdk a
probalgatast.

3. feladat. Oldjuk meg a kiévetkezd egyenletrendszert:

(1) 2 —ay+yt =2,
(2) 3 — g3 =4,

Megoldas. Alkalmas 4j ismeretlenek bevezetése atjan feladatunkat egyszeriibb egyenletekbdl allo egyenletrendszer
megoldasara vezethetjiik vissza. Legyen pl.

rT—y=u, és xYy=uv,



akkor egyenleteink gy alakulnak &t:

(1a) gyt = (e -y’ tay=uitv=2
(2a) 2> = = (. —y)® + 3zy(z —y) = u® + 3uv = 4.

Az els6 egyenletbdl v kifejezését a masodikba helyettesitve:
u® + 3u(2 — u?) = 4.
Rendezés és egyszerisités utdn a bal oldalt szorzatta alakithatjuk:

u? —3u+2=0,
(W’ —u)—2w—1)= (u—1)[u(fu+1) = 2] = (u—1)(u* +u—2).

Ez a szorzat akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tényez6je 0, tehat vagy w — 1 =0, u; = 1, vagy v’ +u — 2 = 0. Az
utobbi egyenlet két gyoke ug = 1 és ug = —2. Az u-khoz tartoz6 v-ket az (1a) egyenletbdl szamithatjuk ki,

’Ul:l, U2:1, U3:—2.

Az uy =1, v1 = 1 gyOkrendszerhez tartozo x és y értékeket az

egyenletekbdl kiszamitva

vh+1 Vb —1
1 = 2 ) Y1 = 2 ;

V5 -1 Vb +1
To9 = — 2 y y2:— 2 .

Az ug, vo gydkparbol nem kapunk 1j megoldast. Az us = —2, v3 = —2 gyokparral adédo x —y = —2, zy = —2
egyenletrendszernek nincs valés megoldasa.
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Megjegyzés. Bizonyitas nélkiill megemlitjiik, hogy (1) képe a derékszogi koordinatarendszerben olyan ellipszis,
amelynek kozéppontja az origd, szimmetria tengelyei a koordinata—tengelyekkel 45°-0s szoget zarnak be, nagy tengelye
az 1. és IIL. siknegyedekben halad, (2) képe pedig egy tn. harmadrendd goérbe. A mindkét egyenletet kielégits z, y
szamparokhoz tartozé pontok a gorbéknek kozds pontjai, ez esetben érintkezési pontok, benniik a két gérbének kdzos
az érintGje is.
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