
Középiskolában � gimnáziumban és tehnikumokban � a �zika tanítása során mind a tananyag feldolgozásában,

mind pedig a feladatok megoldásában számos lehet®ség adódik a �zika�anyag és a tanult matematikai anyag összekap-

solására. A tananyag feldolgozásában f®leg kísérleti, induktív módszerrel jutunk el a keresett mennyiségi összefüggé-

sekhez, törvényekhez. Sok esetben a kísérletek alapján megállapított összefüggések jobb megértését segíti el® a tanult

matematikai anyaggal való összekapsolás.

Az elektromosságtan tárgyalása közben megismerkedünk a váltóáramú ellenállásokkal. Ebb®l a tárgykörb®l a követ-

kez®kben egy olyan kísérletet írunk le, amelynek algebrai megoldása szükségessé teszi a komplex számok fogalmának

ismeretét. A komplex számokkal való elemi m¶veletek részletes ismertetésére nem térünk ki, mert ez Rieger Rihárd:

�A komplex számok� . középiskolai szakköri füzetben megtalálható.

Két, dobozba zárt elektromos fogyasztót sorbakapsolunk, és 50 Hz-es 200 voltos váltakozó árammal tápláljuk ®ket.

Az áramkörbe bekötött árammér® m¶szer 100 mA-t mutat. Ezek után kapsoljuk a két fogyasztót párhuzamosan,

ugyanazzal az áramforrással táplálva az árammér® ismét 100 mA-t mutat. Hogyan lehetséges ez? Azt várnánk, hogy

párhuzamos kapsolás esetén, mivel az ellenállás sökken, az áramer®sség (J) megn®; ellentmondást látunk a tanult

anyag és a kísérlet eredménye között. Mi lehet az oka ennek a �látszólagos� ellentmondásnak? A matematika segítségével

könnyen megmagyarázhatjuk kísérletünk eredményét a következ® módon.

Jelölje X1 az egyik, X2 pedig a másik fogyasztó ellenállását. Az ered® ellenállás pedig legyen R, mindkét esetben

(I = 100 mA és U = 200 V miatt) ugyanaz. Ezután felírhatjuk a jól ismert összefüggéseket.
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A nevez® helyett R is írható. Ekkor

R =
X1 ·X2

R
, vagy R2 = X1 ·X2.

A két egyenletünk ezek után:

X1 +X2 = R(3)

X1 ·X2 = R2.(4)

Az eddigi eredményt aránylag egyszer¶ módon szóban így fogalmazhatjuk meg.

Melyik az a (X1 és X2) két szám, amelyeknek összege R, szorzata pedig R2
? Ha pl. R = 10, akkor azonnal látszik,

hogy a valós számkörben ilyen számok nem lehetnek. Ugyanis, ha a két szám összege 10, az adott számok sakis 10-nél

kisebb pozitív számok lehetnek. Viszont két 10-nél kisebb pozitív szám szorzata 100 nem lehet. (R2 = 100.)
Ezek után oldjuk meg a fenti egyenletrendszert. (3)-ból

X2 = R−X1,

ezt helyettesítsük (4)-be, ekkor kapjuk, hogy

R2 = X1(R−X1), továbbá

R2 = RX1 −X2
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Mivel a gyökjel alatt negatív szám van, az egyenlet gyökei nem lehetnek valósak. Ha bevezetjük az immaginárius

egységet,

√

−1-et, melyet az elektromosságtanban j-vel jelölünk, akkor a megoldás így írható:
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Ezzel kimutattuk, hogy az egyenletrendszer gyökei komplex számok. Visszatérve kísérletünk megfogalmazásához, ez

azt jelenti, hogy mindkét fogyasztóban ugyanolyan
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másikban pedig −j
R
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3 kapaitív ellenállással van sorbakötve. Tehát az egyik dobozban (fogyasztóban) R/2 ohmos

ellenállás és egy tekers, a másikban pedig R/2 ohmos ellenállás és egy kondenzátor van sorbakötve. Elektrotehnikában

az induktív ellenállás szimbólikus alakja: jωL, a kapaitív ellenállásé pedig: −j
1

ωC
. Az ohmos ellenállást a valós

tengelyen, az induktív ellenállást a pozitív imaginárius, a kapaitív ellenállást pedig a negatív imaginárius tengelyen

ábrázoljuk. Az ellenállásokat vektoriálisan összegezzük. Példánkban az induktív és kapaitív ellenállás abszolút értékét

tekintve megegyezik egymással.

Az el®bbiek szerint a +j
R
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3 számnak megfelel az ωL induktív ellenállás, és −j
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3 számnak megfelel az
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kapaitív ellenállás.

Az eddig elmondottakat szemléletesebbé tehetjük, ha a számítás eredményeit gra�kusan is bemutatjuk. Jól tudjuk,

hogy az

R
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√

3 egy olyan egyenl®oldalú háromszögnekmagassága, amelynek az oldalaR. Ennek az ismeretében pontosan

megszerkeszthetjük minden esetben az ered® ellenállást.

Az egyik fogyasztó esetében:

1. ábra

A másik fogyasztó esetében:

2. ábra

Ebb®l láthatjuk, hogy akkor is 100 mA az áramer®sség, ha sak az egyik fogyasztót kapsoljuk be a váltóáramú

áramforrásba. Az els® esetben cosϕ = +1/2, a második esetben szintén cosϕ = +1/2.
Ha a két fogyasztót sorbakapsoljuk és így kötjük be az áramkörbe (3. ábra), akkor az ered® R, és a cosϕ = 1,

azaz ϕ = 0.

3. ábra

Ha a két fogyasztót párhuzamosan kötjük, és így kapsoljuk be az áramkörbe (4. ábra), akkor az ered® ellenállás

szintén R, és cosϕ = 1, azaz ϕ = 0.

4. ábra
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Ezzel igazoltuk, hogy a mérésekb®l adódó ellentmondás sak látszólagos. A mérést helyesen végeztük, és mindenkor

ugyanilyen eredményre jutunk, ha az egyik fogyasztóban ohmikus és induktív, a másik fogyasztóban pedig ohmikus és

kapaitív ellenállás van sorbakapsolva. (Természetesen akkor, ha az ellenállásértékek megfelel®ek.)

Ha az ohmikus ellenállást adottnak vesszük, könnyen kiszámíthatjuk, hogy milyen tekersre, illetve milyen konden-

zátorra van szükségünk a fenti kísérletnél. Ha U = 200 V, I = 100mA, akkor R = 2000 Ω. Ennek ismeretében a tekers

önindukiós együtthatója: ωL =
R
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3, ωL = 1730 Ω, L =
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314
= 5,5 H; a kondenzátor kapaitása:
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= 1,84 µF.

Eredményül kaptuk, hogy az 1000 Ω-os ellenállással az egyik dobozban egy 5,5 H önindukiós tényez®j¶ tekers, a

másik dobozban pedig egy 1,84 µF kapaitású kondenzátor van sorbakötve.

A kísérlet és a számítás eredményének megegyezésével igazoltuk, hogy sok esetben, amikor a kísérleti eredményben

�ellentmondást� látunk, a matematika alkalmazásával milyen könnyen feloldhatjuk az ellentmondásokat. Úgy gondoljuk,

hogy az itt ismertetett módszernek szakköri foglalkozáson való feldolgozása élményt jelent, mert megismerkedünk

a komplex számok alkalmazhatóságával, és meggy®z®dünk róla, hogy milyen hasznos a váltóáramú ellenállásoknak

komplex számokkal való tárgyalása.

Török Sándor és Károlyi Géza
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