1. feladat. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:

(1) sinz + cosx + sinzcosx = 1.

I. megoldas. Vildgos, hogy nem lehet mindkét fellépd szogfiiggvény negativ. Belatjuk, hogy egyik sem lehet az.
Ha ugyanis pl. sinx < 0, cosxz > 0, akkor a bal oldalt

sinz 4+ cosz (1 + sinz)

alakban irva 0 < 1+sinx < 1, igy mindkét tag abszolit értéke kisebb, mint 1, és az elsd tag negativ, tehat a kifejezés
kisebb, mint 1. Hasonléan lathato, sinz és cosx szerepét felcserélve, hogy cosz sem lehet negativ.
Ha sinz > 0, cosz > 0, akkor — mivel 0 és 1 kozti szdm nem kisebb, mint a négyzete —

sinx + cosx + sinxcosx > sinx + cosx > sin?z + cos?z = 1.

Itt mindeniitt az egyenl@ség jelének kell fennallnia ahhoz, hogy (1) teljesiiljon. Az els6 esetben akkor all egyenléség, ha
vagy sinx = 0 — és ekkor cosz > 0 folytan, cosx = 1 —, vagy cosz = 0, sinz = 1. Ezekben az esetekben (1) valoban
fenn is all, tehat megtalaltuk az egyenlet Gsszes megoldasat. A megfelel szogértékek:

v =k-360° (k=0,+1,+2,..) és 2 =90°+k-360°(k =0,+£1,+2...).

II. megoldas. Vigyiik at a bal oldal harmadik tagjat a jobb oldalra és emeljiink négyzetre
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sin®x + cos®z + 2sinz cosz = 1 — 2sinx cos z + sin® z cos? z.

A bal oldal els6 két tagjanak az Gsszege 1, igy az egyenlet a kovetkezs alakba rendezhetd at:
sinx cosz (4 — sinz cosx) = 0.

Az utolso tényezs értéke legalabb 3, igy az egyenlet csak gy teljesiilhet, ha sinz = 0, vagy cosz = 0. Ezeket (1)-be
irva kapjuk, hogy cosx = 1, ill. sinz = 1 kell legyen. Ilyen = szdgek valéoban vannak is:

z =k 360° (k=0,+1,4+2,...),il.
z =90° 4 k - 360° (k=0,+1,+2,...).

2. feladat Az ABCD konvex négyszigben BC = CD. Adottak az AB és AD oldalak, tovibbd a B és D csicsndl
levd szogek. Szerkessziik meg a négyszaget.

Megoldas. Legyen ABCD egy a kovetelményeknek megfelels négyszog. A betiizést vilasszuk agy, hogy AB < AD
legyen. A B-nél és D-nél levs szog legyen 3, illetve §. Tiikrozziik a négyszoget a BD atlo felez6 mer6legesére. Ekkor
C helyben marad, B és D egymaés tiikorképei. Legyen A tiikorképe A’, ezek kiilonbozék, ha AB # AD. Ezt egyelére
feltessziik. Az AA’B haromszogben ismert az AB és A’'B = AD oldal, tovibba a koztiik levs szodg, mint 3 és §
kiilsnbsége. Ebb6l az AA’ B haromszog és abbodl a négyszog megszerkeszthetd, pl. a kovetkezd médon. Egy B cstcsi,
|8 — 8] nagységn szog széraira rameérjiik az adott BA és BA' = DA hosszusidgokat. Huzzuk meg az AA’ szakasz f
felez merdlegesét; mérjiikk az AB oldalra B végpontjaban a [ szoget. E sz0g A-t nem tartalmazo6 szaranak f-fel vald
metszéspontja adja C-t, B-nek f-re vonatkoz6 tiikkérképe D-t.
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1. dbra

A szerkesztés az AB < AD esetben csak akkor adhat a feltételeknek megfelel6 négyszoget, ha 8 > J. Ugyanis
AD = A'B > AB folytan A és B ugyanazon a partjan van f-nek, D az ellenkezén, igy az AD és A'B szakaszok
metszik egymast f-en; mas szoéval BA' metszi az AD oldalt, s igy az ABC konvex szdgtartoméanyban halad, tehat

d=A'BC<a < ABC« = 8.



Ha ez teljesiil, és a szerkesztés elvégezhets, akkor egy négyszdget kapunk, és ennek oldalai és szogei a kivant tulajdon-
sagtiak: BC' = CD teljesiil, és AD = A’'B a kivant nagysagi, ABA'< = 3 — 6, igy ABC< = 3 mellett

ADC<a = A'BCa=ABC<a— ABA'a=—-(8—-0) =94

is a kivant nagysagi. Nem foltétleniil lesz azonban konvex a négyszog.

Az is lehet, hogy a szerkesztés egy C pontot sem ad, ha ugyanis S-nak az A-t nem tartalmazé szara parhuzamos
f-fel, vagy a meghosszabbitasa metszi f-et. A feladatnak tehat akkor van megoldasa és csak egy, ha a (3 szog A-
t nem tartalmazd széra metszi az f egyenest, éspedig a BD egyenes ellenkez$ oldalan, mint amelyiken A van. Az
egyes lehetGségek feltételeit az adatokra vonatkozé Osszefiiggésekkel fejezni ki igen koriilményes és bonyolult szamitasi
feladatot igényelne.

Ha AB = AD, akkor a négyszog deltoid, tehat 8 = § kell hogy teljesiiljon, ha pedig ez fennall, akkor végtelen sok
négyszog kielégiti a feltételt. Ugyanis egy 8 nagysagi szog egyik szarara ramérjiik a B csicsbdl a BA tavolsagot, a
maésik szaron kijeloliink tetszés szerint egy C pontot, ha 5 nem hegyes szog, ha pedig hegyes szog, akkor C-t A-nak a
szaron levé vetiileténél messzebb véalasztjuk a cstucstol, végiil vessziik a B pont D tiikérképét AC-re. Az ABCD deltoid
konvex és AB, AD oldala, tovabba B-nél és D-nél levs szoge a kivant nagysagu. Ekkor tehat a feladat hatarozatlan.

Megjegyzés. Tobben haromszognek egy oldalabol, a rajta fekvs egyik szogbdl és a mésik két oldal Gsszegébdl valo
megszerkesztésére vezették vissza titkrozéssel a feladatot. Ennek megoldésa viszont megint csak lényegében a fenti
AA’ B haromszog megszerkesztésére vezet.

3. feladat. Egy 6 X6 mezdbdl dllo ,,sakktablat” hézagmentesen és dtfedés nélkil domindlapokkal fedtink be. Mindegyik
domindlap két szomszédos mezdt takar le. Bizonyitando, hogy a mezdket elvdlaszto 5 vizszintes és 5 fiiggdleges vonal
kézott van olyan, amely egyetlen domindlapot sem vdg ketté.

I. megoldas. Megkiséreljiik rendszeres probalgatassal a kivant médon lefedni a tablat és latni fogjuk, hogy ez
nem sikeriil. Hogy kénnyebben tudjuk magunkat kifejezni — a sakkhoz hasonléan — az oszlopokat az a — f betiikkel, a
sorokat az 1 — 6 szamokkal fogjuk jel6lni, a dominokat az altaluk lefedett mezsk megjelolésével, pl. (b — ¢, 4) domind,
(¢, 1 —2) domin6. Az el6bbivel parhuzamos dominokat vizszintesnek, az utobbival parhuzamosakat fliggtlegesnek
fogjuk mondani. Rajzban a mezdket kézéppontjaikkal jeloljiik, a domindkat az altaluk lefedett mezdk kozéppontjainak
Osszekotésével.

I. Tekintsiik elGszor a tabla sarkait lefed§ dominokat. Lehet, hogy van két szomszédos sarok, amelyeket egy sorba
vagy egy oszlopba es6 domindk fednek le. Ekkor feltehetjiik, hogy ezek az (a — b, 1), (e — f, 1) domindk, mert a
kozéppont koriili elforgatassal minden més helyzet atvihets ebbe. Az 1. és 2. sort elvalasztd vonal — vagy réviden 1 — 2
vonal — ez esetben csak a ¢ vagy d oszlopba helyezett dominét vaghat ketté, és ha az egyikben kettévag egy dominoét,
akkor a masiknak az 1. sorbeli mezeje is csak fliggtleges dominoval fedhetd le. (Az dbrakon a dominokat az (a — b, 1)
dominotol kezdve egy folytonos vonallal athaztuk helyzetiik megallapitdsanak sorrendjében.) A 2 — 3 vonal vagy az a
és b, vagy az e és f oszlopok egyikében kell, hogy atvagjon egy dominét. Szimmetria miatt feltehets, hogy az els6 két
oszlop egyikében atvag egyet, s ekkor ismét a mésik oszlop 2. sorbeli mezeje is csak fligg6leges dominodval fedhetd.

Fedjiik most az a6 mezst fiiggSleges domindval, ekkor ad-et vizszintessel kell. A b — ¢ vonalnak az 5. és 6. sorban
kell egy-egy vizszintes dominén athaladnia (ismét agy értve, hogy ha barmelyikben atszel egy vizszintes dominét, a
masikban is 4t kell szelnie egyet; hasonlé okoskodast a tovdbbiakban nem részleteziink). A ¢ — d vonal ekkor a 3. és 4.
sorban metsz at egy-egy dominét, a d — e vonal az 5. és 6. sorban; az f6 sarokmez6t ekkor fliggéleges dominoval kell
fedni, igy azonban a 4 — 5 vonal nem metsz at dominét.

I1. Fedjiik most az els6 6 domind el6z6ek szerinti elhelyezése utan a6-ot vizszintes dominéval, ekkor a b — ¢ vonal a
4. és 5. sorban metsz dominét, mivel barmelyikbe helyezve egyet az (a, 4 — 5) dominé sziikségessé valik. Ekkor ¢3-at
és cb-ot egy-egy vizszintes domindval kell fedni, igy a d — e vonal a 4. és 5. sorban metsz egy-egy dominot és e6-ot
ismét vizszintes domin6 fedi. Igy azonban az 5 — 6. vonal nem metsz mar at egyetlen dominét sem. Olyan lefedés tehat
nincs, amelyikben valamelyik széls6 sor vagy oszlop tartalmaznd a két szélsé mezejét lefed6 domindkat.
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3. dbra

ITI. Egy atlora valo tiikrozéssel — ha kell — elérhetjiik, hogy al-et vizszintes dominé fedje. Ekkor fl-et fiiggsleges,
f6-ot vizszintes, a6-ot ismét fiiggsleges dominéd kell, hogy fedje. Vizsgaljuk elGszor az olyan lefedéseket, amelyekben
valamelyik sarokdominéhoz a tabla szomszédos széle mentén ra merdleges dominé csatlakozik. Egy forgatéassal elérhet-
jiik, hogy a2-t fedje fliggdleges domind, ekkor a4-re vizszintes keriil. Fedjiik tovabba b6-ot vizszintes dominéval, mikor
is b5-re vizszintes, d6-ra fligg6leges dominé keriil. Ekkor a 4 — 5 vonalnak az e és f oszlopban, a 3 — 4 vonalnak pedig a
c és d oszlopban kell domin6t dtmetszenie. Ezutan a ¢ — d vonal az 1. és 2. sorban metszhet csak 4t egy-egy dominét,
a d — e vonal pedig nem metsz at egyet sem.

IV. Hagyjunk a sarokdominék III. szerinti elhelyezése utan a2-n fiiggSleges dominédt és helyezziink b6-ra is fiig-
gblegest. Kozben ad-et ismét vizszintes dominéval kellett fedni, igy a b — ¢ vonal a 2. és 3. sorban metsz at egy-egy
dominét, minek kévetkeztében cl-et vizszintes, el-et, majd d2-t fiiggéleges dominodval kell fedni. A 3 — 4 vonal ekkor
az e és f oszlop egy-egy domindjat szeli at, és szerepelnie kell az (e — f, 5) dominénak. Igy azonban a d — e vonal
ismét nem metsz 4t domino6t.

Ezzel kizartuk az 6sszes olyan lefedéseket is, amelyekben a sarkokat III. szerint fedve le, a lefed6 dominéhoz a tabla
mésik oldala mentén merélegesen allé6 dominé csatlakozik.

V. Az olyan lefedéseket kell még vizsgalnunk, amelyekben a sarokmezdk III. szerint vannak lefedve, tovabba a2-t
és fb-0t vizszintes, 1-et és b6-ot fiiggdleges dominé fedi. A 2 — 3 és 4 — 5 vonal két-két ¢ és d oszlopbeli dominét kell,
hogy atmessen, és sziikség van a (¢ — d, 1), (¢ — d, 6) dominokra, ez esetben azonban a b — ¢ és d — e vonal méar nem
metsz dominét.

Ezzel minden lehetséges Gton megkiséreltiink olyan lefedést késziteni, amelyben minden vonal atmetsz legalabb
egy dominét, igy meggy6zddtiink réla, hogy ilyen lefedés nem lehetséges, a feladat allitdsa tehat helyes.

II. megoldas. Igen révid aton célhoz érhetiink probalgatas helyett egy kis okoskodéassal.

Barmely két sort vagy oszlopot elvalaszt6 vonal két olyan részre vagja a tablat, amelyek mindegyike paros szamu
mezGt tartalmaz (hiszen ez minden sorra, ill. minden oszlopra kiilén is all). Ha egy domindt ugy helyeziink el, hogy a
kiszemelt vonal dtmesse, akkor mindkét részben paratlan szdmu fedetlen mezd marad, ezek csak dgy fedhetsk le, ha
legalabb még egy dominé (és mindig paros szami) a vonal mindkét oldalan fed egy-egy mez6t. Igy minden vonalnak
legalabb 2 — 2 dominét kell dtmetszenie.

A tablat 6-6/2 = 18 dominé fedi le. Masrészt a sorokat is, az oszlopokat is 5 — 5 vonal valasztja el; ahhoz, hogy ezek
mindegyike atmessen legalabb 2 dominét, legaldbb 20 dominoéra lenne sziikség, annyi pedig nincs, tehat nem metszhet
at minden elvéalaszt6 vonal dominét.

Megjegyzés. A 11. megoldas gondolatmenete messzemend altalanositast tesz lehetévé. Tekintsiink egy u x v mez&bdl
allo tablat. Ha w is, v is paratlan, a tabla nyilvin nem fedhetd le hézagtalanul és atfedés nélkiil dominokkal. Ha w is,
v is paros, akkor a fenti gondolatmenet azt adja, hogy legfeljebb akkor lehet a feladat megoldhato, ha

2(u—1—|—v—1)§u—2v, vagyis (u—4)(v—4)>8.

Ha u paratlan, v paros, akkor az u hosszisagu sorok valaszté vonalai koziil a széls6t6l kezdve minden méasodik paratlan
szamd domin6t metsz at, a tobbi paros szamut, a v hossztsagi sorok valaszt6é vonalai mind paros szdmi domin6t

metszenek at, amibdl
(u—3)(v—4) >4



adodik sziikséges feltételiil. Ebbdl kovetkezik, hogy ha u vagy, v legfeljebb 4, akkor soha sincs kivant lefedés, tovabba
nincs a feladatban szerepls 6 x 6-os tablara.
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A 4. abrardl leolvashatd, hogy mindazokban az esetekben, amelyeket eddigi meggondolasaink nem zartak ki, lehet-
séges olyan lefedés, amelyben minden vélasztd vonal atmetsz dominét. Az abra olyan tablat mutat, amelynek paros
szamu sora és oszlopa van. Minden vonal adtmetsz egyet a vastagabban jelolt dominék koziil. Vilagos, hogy a kozép-
tajt elhelyezkedd azonos szerkezetii sorok és oszlopok szama tetszés szerinti paros szammal novelhets. A tabla szélein
kapoccsal ({) megjelolt soroknak és oszlopoknak azonban mindig szerepelniiik kell, a legkisebb igy lefedhets tablanak
tehat a 8 x 6 mezds adodik.

Ha elhagyjuk a szaggatott vonaltél jobbra esé 3 oszlopot, akkor két mezG, amelyeket ezen a vonalon atnytlé domind
fedett (a 2. és 3. sorban), lefedhet6 egy fiiggSleges dominéval (az dbra pontozva jelzi). Igy paratlan szamu oszlopbol és
péros szamu sorbol all6 tablak lefedését kapjuk. Ismét csak az a lényeges, hogy a kapoccsal megjelolt sorok és oszlopok
fellépjenek, a legkisebb ilyen mddon lefedhetd tabla tehat 5 x 6 mezds. Az 5 x 6-0s és 7 x 6-os tabla lefedhet&sége
kiemeli a feladat allitasanak sajatos helyzetét.

Suranyi Janos



