Haladok (I1.osztalyosok) versenye

1. feladat. Adott egy negyedkor, amelyet az OA és OB sugarak hatdrolnaek. Hizzunk az AB hirral pdrhuzamos,
a negyedkdrt metszd egyenest és jeloljitk ennek a megyedkdrrel alkotott eqyik metszéspontjat C-vel, az OA és OB
félegyenesekkel alkotott metszéspontjait pedig P-vel és Q-val. Bizonyitsuk be, hogy

(1) AB? = PC? 4+ QC*.

I. megoldas. Elég megmutatni, hogy a megfelel6 6sszefiiggés fennall a szoban forgd szakaszoknak az O A egyenesen
levs vetiiletére. Ugyanis mindegyik vetiilet ugyanannyiad része (esetiinkben 1/v/2-szorose) az eredeti szakasznak, és
igy a szakaszokat a vetiiletekkel helyettesitve (1) mindkét oldala ugyanazzal, a mondott ardny négyzetével szorzodik.

P 1. dbra

Az AB, CP, CQ szakaszok vetiilete AO = r, (a kor sugara), DP és DO, tovabba, mivel a C D P haromszog egyenls
szara, igy DP = DC| tehat a vetiiletekre

DP? + DO? = DC? + DO? = 0C? = r? = 0A?,

mivel a C'DO haromszog derékszogt. Fennall tehat a bizonyitando Osszefiiggés is.

II. megoldas. Forgassuk el a kor kozéppontja koriil a QP szakaszt a C ponttal egyiitt 90°-kal agy, hogy a P
pont a @ pontba keriiljon, és az elforgatott C' pontot jeloljik C*-gal. Ekkor a C*CQ héaromszog Q-nél fekvs szoge
derékszog, és QC* = PC. Masrészt a C*OC< = 90°, igy C*C = rv/2. Eszerint az (1) Gsszefiiggés éppen a C*CQ
derékszogl haromszogre felirt Pythagoras-tétel.

Q
- B
!
\ \\
\N
T \\
\\ c
2 %
o \,
o A P 9 bra

Megjegyzés. Allitasunk akkor is érvényes, ha megrajzolva a teljes O kozéppontu, 7 sugart kort, az AB-vel parhu-
zamos szel$ ezt a negyedkoron kiviil es6 C' pontban metszi. Mindkét el6bbi megoldas alkalmas ennek bebizonyitasara

18.

2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az
1 1 1
a—b + b—c c—a

kifejezés mindig pozitiv, ha a, b és ¢ kilonbozd szamok, és kiziulik az ,,a” a legnagyobb, és a ¢ pedig a legkisebb.

I. megoldas. A torteket kozos nevezore hozzuk és dsszeadjuk. Elvégezve a lehetséges dsszevonasokat nyerjiik, hogy

1 n 1 n 1 _ab+bc+ca—a2—b2—c2
a—b b—c c—a  (a—0b)(b—c)c—a)




A jobb oldali tort szamléloja ilyen alakban irhato:
1
—5[(a b2+ (b=c)?+(c—a).

A szogletes zarojelben a négyzetosszeg pozitiv, tehat maga a szamlalo negativ. De a nevezd elsé két tényezGje pozitiv,
a harmadik negativ, ezért a nevezs szintén negativ, igy a tort értéke pozitiv.

II. megoldas. Az a > b > c kik6tés miatt az elss két tort pozitiv, a harmadik negativ. A harmadik tort nevezGjének
abszolut értéke a —c = (a — b) + (b — ¢), az els6 két nevezs Gsszege; eszerint reciproka, vagyis a harmadik tag abszolut

srtéke ki )
értéke 1sebba_besb_c

3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha

mindegyikénél, még inkabb kisebb e két tort osszegénél.

(2) ptag+tr=1
és
1 1 1
3 -+ -+-=0,
(3) i
akkor
4) a® + b+ c* = (pa+ gb+rc)* + (ga +rb + pc)* + (ra + pb + qc)>.

Megoldas. A jobb oldalon elvégezve a négyzetreemelést, a keletkez6 9 négyzetes tag és 9 kettSs szorzat igy
csoportosithato:

(5) PP+ P+ 0+ ) AP+ P )+
+2ab(pq + qr + rp) + 2be(pg + qr + rp) + 2ca(pg + qr + p).

A feltételi egyenlségekbdl meghatarozzuk a p® + g% + r? négyzetdsszeg és a pq + qr + rp szorzatdsszeg értékét. Miutan
(3) értelmében p, ¢ és r egyike sem nulla, (3)-at végigszorozhatjuk pgr-rel:

(6) qr +rp+pqg=0.

Tovabba emeljitk négyzetre (2)-t:
P2+ 2pq + ¢ + 2pr + 2qr + 12 = 1.

Amde a bal oldalon a kettds szorzatok dsszege (6) szerint 0, igy
(7) P+ +r=1.

(6) és (7) értéket behelyettesitve (5)-be, ott a négyzetes tagok egylitthatoja 1, a kettds szorzatok pedig kiesnek, és igy
a kifejezés azonosan egyenls (4) bal oldalaval.
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