Elsé feladat. Legyen n egy természetes szam. Tekintsik az olyan u, v szampdrokat, amelyekben u és v természetes
szdmok, és legkisebb kézis tibbszordsik n (ha u és v kilonbozd, akkor az u, v szdmpdrt a v, u szampdrtdl kilonbozének
tekintjiik). Bizonyitsuk be, hogy az ilyen szimpdrok szdma megegyezik n’> pozitiv osztéinak szdmdval.

Megjegyzések. 1. A feladat szovegének zardjelbe foglalt kiegészitése mas szdval azt jelenti, hogy nem olyan u, v
szamparok szamat vizsgaljuk, amelyekben a két szam sorrendje k6z6mbos, hanem az u, v rendezett szamparokét, hogy
tehéat az Osszeszamlalaskor két szampar csak akkor tekintendd azonosnak, ha benniik az elsé szamok és a masodik
szamok is egyenldk.

2. A feladat alabbi megoldéasaiban hasznaljuk a kovetkezs, altalanosan is hasznalt jeloléseket: természetes szamok
korében (a, b) az a, b szamok legnagyobb kozds osztojat, [a, b] a legkisebb kozos tobbszorosiiket, alb pedig azt jeloli,
hogy a osztdja b-nek.

I. megoldas. Legyen n torzstényezds felbontasa
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ahol p1, p2, ..., ps kiillonb6z6 torzsszamok, ay, as, ..., as pedig nem-negativ egész szamok. Minthogy a vizsgalt
szampéarokra [u, v] =n, az u, v szamok torzstényezdi is csak a p1, pa, ..., ps torzsszamok koziil valok lehetnek.

Vizsgaljuk meg, hogy pl. p1 mekkora kitevGvel szerepelhet u-ban és v-ben. E két kitevs kozott [u, v] = n miatt
ai-nek is szerepelnie kell, és egyik sem lehet a;-nél nagyobb. Ez haromféleképpen kovetkezhetik be: 1. p; kitevGje
mindkét helyen a1, ez 1 lehetSség; 2. p; kitevGje u-ban a;, v-ben viszont kisebb, tehat a 0, 1, 2, ..., a; — 1 szdmok
valamelyike, ami a1 lehet&séget jelent; 3. py kitevGje v-ben a; és u-ban kisebb, ami ismét a1 lehetGséget ad. Az Gsszes
lehetGségek szama ezek szerint 2a; + 1.

Hasonlét mondhatunk a tobbi torzstényezordl is. Minthogy pl. p; kitevSinek rogzitése utan a tobbi kitevs szamara
ugyanazok a lehet&ségek maradnak meg, a vizsgalt u, v szdmparok szidma az egyes torzstényezSkre szamba vett
lehet&ségek szorzata:

(2&1 + 1)(2&2 + 1) . (2as + 1)

Meg kell még mutatnunk, hogy n? osztoinak szama ugyanennyi. Ez nyomban belathato abbol, hogy

TL2 _ plalpgag . 'pgas
osztoiban pl. p; kitev6je 0, 1, 2, ..., 2a; lehet, azaz 2a; + 1 lehetGség van, s hogy az igy adodé lehet&ségek szamat
ismét Gssze kell szorozni, hiszen az egyes torzstényezékre vonatkozo lehet&ségek egymastol ismét fiiggetlenek.

Megjegyzés. Megolddsunkban az a kitevs 2a + 1 lehetGséghez vezetett. Ehhez az értékhez a kovetkezd, bonyolul-
tabb moédon is eljuthatunk:

Az u-ban és v-ben szerepld kitevk egyike sem nagyobb a-nél, azaz mindketté a 0, 1, 2, ..., a értékek valamelyike.
Eszerint a + 1 lehet&ség adodik mindegyik megvalasztasara, és (a + 1)2 lehet6ség a kitevSpar szaméara. E lehet&ségek
koziil azonban csak azok felelnek meg, amelyekben legalabb egyszer maga az a érték is szerepel. Ki kell tehat zarnunk
azokat az eseteket, amelyekben mindkét kitevs a 0, 1, 2, ..., a — 1 szamok kozill valo. Ez 6sszesen a’ lehetGség
kirekesztését jelenti, s ezért a tényleges lehetGségek szama (a + 1)2 —a?=2a+1.

Ez a bonyolultabb ut azért tanulsdgos, mert magyarazat nélkiil érthetévé teszi, hogy ha az u, v szdmpéar helyett
olyan wy, ug, ..., up szamsorozatok szamat keressiik, amelyekben szereplé szamok legkisebb kozos tobbszorose n,
akkor feleletiil

[(a1 + k- af][(az + 1)F - as] ... [(as+ k- a¥]

adodik.

I1. megoldas. A feladat allitasat azaltal bizonyitjuk, hogy a vizsgalt u, v rendezett szamparok és n? osztoi kozott
kolcsonosen egyértelmii hozzarendelést 1étesitiink. Az u, v szdmpérhoz azt a d szamot rendeljiik hozza, amelyre
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(1) o=
Ez a d valoban egész szam, mert [u,v] = n miatt v|n, s igy a baloldali tortet egész szammal kell béviteni, hogy a
jobboldali alakot vegye fel. Ez azt is mutatja, hogy d valoban n? oszt6ja, hiszen az u szamlalot n egy masik osztojaval
ti. n/v-vel szorozva adodik.
Fel fogjuk hasznalni, hogy ha u; : v1 = ug : vg, akkor

(2) Up U2 =01 : Ve = [ug,v1] : [ug,va.

Két szam legkisebb kozos tobbszorosének keresésekor ugyanis két olyan, lehetéleg kicsiny egész szamot kell keresniink,
amelyekkel az egyiket és a masikat megszorozva ugyanahhoz az eredményhez jutunk. Ezeknek az egész szamoknak a
megvalasztasa eszerint csak a megadott két szadm aranyatol fligg. Ha tehat az uq, v; szdmparrél az ugyanolyan aranyu
Uug, vo szdmparra tériink at, akkor — miként allitottuk — a legkisebb kdzos tobbszords is veliik ardnyosan valtozik meg.



Bebizonyitjuk most, hogy kiilonbdz6 w1, v1 és ue, ve szdmparokhoz nem tartozhat ugyanaz a d szam. Ha ez igy
volna, akkor rajuk

ul . (V%) d
1 - (%) - n
s ennek kovetkeztében (2) is teljesiilne. Minthogy pedig [u1,v1] = [u2,v2] = n, (2) szerint u; = ug és v = ve adodik,

ami allitasunk helyességét bizonyitja.
Be kell még bizonyitanunk, hogy n? minden d osztoja szerepel az u, v szamparokhoz tartozo szamok kozott. Ennek
bizonyitasa végett a d/n tortet redukalt
d_p

n q
alakra hozzuk, ahol tehat (p, ¢) = 1. Elég bebizonyitanunk, hogy [p, ¢]|n, mert akkor (2) szerint a p/q tort olyan u/v
tortté bovithets, amelyre az [u, v] = n feltétel is teljesiil.
Eszerint mar csak p|n és ¢|n bizonyitasa a feladatunk. Az utobbi nyilvanvaloan helyes, hiszen ¢ egy n nevezdji tort
egyszertsitése utan lépett fel nevezdként. A p-re vonatkozo allitas

n?  ng

d p

kovetkezmeénye, mert itt a baloldalon egész szam all, ezért a jobboldalon is, azaz p|ng. Minthogy pedig (p, ¢) = 1,
eredményiinkbdl p|n is kovetkezik.

II1. megoldas. Az el6z6 megoldashoz hasonléan okoskodunk és ugyantugy indulunk el. A vizsgalt szampéarokhoz
ismet (1) elGirasaval rendeljiik hozza n? egy-egy osztojat.

(1)-bél (2)-re hivatkozva
(3) urd=v:n=mn:l[d, n]

kovetkezik, hiszen [u, v] = n. Eszerint d ismeretében u és v mar meghatarozhato:

2
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n? valamely d osztéja tehat csak ehhez az egyetlen u, v szamparhoz tartozhatik hozza.

Ha d|n2, akkor (4) egész szamokat szolgaltat, hiszen dn és n? egyarant kozos tobbszorose a d, n szamoknak, ezért
legkisebb kozos tobbszorosiik egész szamszorosa. Ha tehat n? valamely d oszt6jabol kiindulva, (4) elsirasaval az u, v
szampart képezziik, olyan egész szamokat kapunk, amelyekre a (4)-gyel egyenértéki (3) is teljesiil, ami csak [u, v] =n
esetén kovetkezhetik be. Ezek szerint n? minden osztoja szerepel az u, v szamparjainkhoz rendelt szamok kozott.

Masodik feladat. Bizonyitsuk be, hogy egqy konvex n-szdg datléi kozil nem lehet n-nél tébbet gy kivdlasztani, hogy
barmely kettdnek legyen kozds pontja.

1. dbra

I. megoldas. Egy konvex n-szdgben d atlot valasztunk ki agy, hogy koziiliik barmely kettének legyen kozos pontja
(1. abra). Két cstucsot akkor mondunk szomszédosnak, ha kivalasztott atlo koti ossze Gket. Egy cstcs akkor i-edfoku,
ha i cstuccesal szomszédos. Az i-edfoku csicsok szamat a;-vel jeloljik. Ezek szerint

a1 +as+as+...<n,

hiszen a baloldal értéke akkor volna n, ha azoknak a csicsoknak a szamat is hozzdadnok, amelyeknek nincs szomszédjuk,
azaz nem indul ki bel6liik kivalasztott atlo.

Ha valamely csics fokszama i > 2, akkor a bel6le kiindulo kivalasztott atlok koziil két ,,sz61s6” kozrefog egyet vagy
tobbet. Az ilyen kozrefogott atlo masik végpontjaban nem csatlakozhat hozza kivalasztott 4tl6, mert annak nem lehetne
kozos pontja a két ,szé1s6” mindegyikével. Eszerint ¢ > 2 esetén minden i-edfoki cstcs legalabb i — 2 els6foki csticesal
szomszédos. Minden elséfokd cstcs természetesen csak legfeljebb egy magasabb foka csiccsal lehet szomszédos. Ebbél
az els6foku cstucsok a; szaméra

a1 > asz + 2a4 + 3as5 + ...



kovetkezik, hiszen a harmadfoku csicsok legalabb egy-egy elséfokuval szomszédosak, a negyedfoktak legalabb kettével-
kettGvel, stb.
A d darab kivéalasztott atlonak Osszesen 2d vége van. Ezek a végek a csucsokndl helyezkednek el, minden i-edfoku
cstucsba i vég fut. Ezek szerint
2d = a1 + 2a2 + 3a3 +4ag + . ..

Ebbdl az egyenletbdl az el6zdk felhasznalasaval
2d :(a1 + 2a0 + 2a3 + 2a4 + ..

)
S(a1+2a2+2a3—|—2a4—|—...)
=2(a1 +ast+azs+as+...) <

+ (a3 +2as+...) <
+a; =
2n

kovetkezik. Bebizonyitottuk tehat, hogy valéban d < n.

Megjegyzések. 1. Megoldasunk az atlokrol csak azt hasznalta ki, hogy azok a csicsokat 6sszekdts egyenes sza-
kaszok. Valtozatlanul helyes marad tehat a megoldas, ha a sokszog oldalait is az atléi kozé soroljuk, ha tehat azt
bizonyitjuk, hogy egy konver n-szog csiucsait 6sszekdtd szakaszok kozil nem lehet n-nél tébbet ugy kivdlasztani, hogy
barmely kettdnek legyen kozos pontja.

2. Csak ott gondoltunk arra, hogy egy konvex sokszog cstucsair6l van szo, ahol a  kdzrefogott” atlokrol mondhattuk,
hogy els6foki csticsokba vezetnek. Itt sincs azonban erre sziikség. Ha egy pontbdl mas-més irdnyba hérom szakasz
indul, akkor sohasem csatlakozhat mindegyikhez annak végpontjdban olyan szakasz, amelynek a pontbdl kiinduld
mésik két szakasz mindegyikével van kozos pontja. Ha ugyanis a harom szakasz egy a ponton athaladé egyenes altal
hatarolt félsikban van, akkor nem mondtunk tjat; ha viszont nem ez a helyzet, akkor a harom szakasz egyikéhez sem
csatlakozhat annak végpontjaban olyan szakasz, amelynek van kozos pontja a méasik kett6 mindegyikével. Ezek szerint
azt is bebizonyitottuk, hogy ha a sik n pontja kézil egy egyenesen sincs kettdnél tobb, akkor e pontokat dsszekdtd
szakaszok kézil nem lehet n-nél tobbet ugy kivdlasztani, hogy barmely kettonek legyen kdzds pontja.

Sziikség volt itt arra a megszoritasra, hogy ketténél tobb pont nincs egy egyenesen. Nemcsak azért, hogy bizonyi-
tasunk, amely mas-mas irdnyba indul6 szakaszokrol szoélt, alkalmazhato legyen, hanem azért is, mert pl. egy egyenesen
egymast kovetSen felvett A, B, C', D pontok AB, AC, AD, BC, BD 0&sszek6td szakaszai mar ellentmondananak a
megszoritas nélkiil kimondott allitdsnak.

3. Megemlitjiik végiil, hogy a most emlitett altalanositasok ugyanugy kiolvashatok a kovetkezd megoldasbdl is.

II. megoldas. Bebizonyitjuk, hogy — miként megjegyzésiinkben méar emlitettiik — ha nemcsak az atlokbol valo-
gathatunk, hanem az oldalakbdl is, akkor sem véalaszthaté ki n-nél tobb, paronként kozos ponttal rendelkezé szakasz.

Ha az n-sz0g cstucsai kozott van elséfoki, tehat olyan, amelybdl csak egy kivalasztott szakasz indul ki, akkor
hagyjunk el abrankbol egy ilyen szakaszt. Eredetileg d szakasz szerepelt, és egyiittesen m < n végpontjuk volt. Az
elhagyas utan csak d; = d — 1 szakasz maradt, és végpontjaik szama is legalabb 1-gyel kisebb: m; <n — 1.

Ha lehetséges, hagyjunk el ismét ugyanugy egy szakaszt. Ezaltal do = d — 2 szakaszhoz jutunk, amelyek végpont-
szama my < n — 2. Folytassuk ezt, amig csak lehetséges. Végiil d, = d — k szakaszhoz jutunk, amelyeknek egyiittesen
my < n — k végpontjuk van.

Az igy kapott abraban méar nincs els6fokd szogpont, de nincs 2-nél nagyobb fokszamu sem, mert ha egy csticsbol
héarom szakasz is kiindul, akkor a ,kdzrefogott” szakaszok végpontja csak elséfoku lehet, amint ezt az elz6 megoldasban
is felhasznaltuk. A végabraban ezek szerint minden végpont méasodfoku. A szerepls dy, szakasz 2dj, vége tehat parosaval
esik egybe, azaz my = di pontba fut. Az my = dj eredmény akkor is helyes, ha az elhagyogatasok befejezése utan
egyetlen szakasz sem marad meg, mert akkor dj, = 0 és my = 0.

A dj, = my, eredménybdl az el6z6k szerint d — k < n — k, azaz d < n kovetkezik, ami a feladat allitasa volt.

III. megoldas. Kozombos, hogy melyik konvex n-szog atléi koziil akarunk megfelel6 moédon lehets legtdbbet
kivalasztani, hiszen két atlé kozds pontjanak létezése csak azon mulik, hogy az atlok végpontjai a sokszdg hataran
elvalasztjak-e egymast, illetGleg vannak e kozottiikk egybeesSk. Elég ezért, ha a feladat allitasat a szabalyos n-szogre
bizonyitjuk be.

A szabalyos n-szdg atloit csoportokba soroljuk, egy csoportba sorolva az egymassal parhuzamosakat. Ha belatjuk,
hogy nincs n-nél tébb csoport, bebizonyitottuk a feladat allitasat, hiszen akkor n-nél tobb atlo kivalasztasakor arra
kényszeriiliink, hogy egy csoportbdl tobb atlot valasszunk ki, s az ilyen parhuzamos atloknak nincs k6z6s pontjuk.

Az emlitett csoportok szama valoban nem lehet n-nél nagyobb. Ha ugyanis a sokszdg kézéppontjabol merdlegest
allitunk egy atlora, ez a merdleges egyenes a sokszogbdl csak csicsban vagy egy oldal felezGpontjdban léphet ki, ti.
aszerint, hogy a sokszog keriiletének az atlo végpontjait 6sszekdts, a merdleges altal felezett része paros vagy paratlan
sok oldalbol &ll-e (2. abra). Minthogy n cstcs és n oldalfelez6pont van, minthogy tovabba minden merdleges e 2n
pont kozilil més-méas kett6t metsz ki, csak n ilyen merdleges lehet. Mivel az egy csoportba sorolt 4tlok ugyanarra az
egyenesre merdlegesek, a csoportok szama valéban nem lehet n-nél nagyobb.



2. dbra

Megjegyzések. 1. Belattuk, hogy a feladat el6irdsa szerint nem vélaszthato ki n-nél tobb atlo. Kérdés, n atlo
kivalaszthato-e.

Nyilvan nem véalaszthaté ki, ha n értéke 3 vagy 4, mert a haromszoégnek nincs atloja, a négyszognek pedig csak
két atloja van. Ha viszont n > 5, akkor mindig kivalaszthaté n atlé az el6irt moédon, amint ezt a 3. dbra kénnyen
altalanosithat6 példaja bemutatja. Igaz marad ez természetesen akkor is, ha az oldalak kivalasztasat is megengedjiik.
Ebben az esetben azonban nincs méar sziikség a haromszog és a négyszog kirekesztésére.

3. dbra

Nem véalaszthato ki viszont minden esetben n paronként koézos ponttal rendelkezd 6sszekotd szakasz, ha nem egy
konvex sokszog cstcsair6l, hanem a sik n pontjardl van sz6. Ha az egyik pontot az Gsszes tobbivel 6sszekotjik, az
el6irast kielégité n — 1 szakaszt kapunk. Tébbet nem kaphatunk pl. akkor, ha az ABCA csiuicsairdl és a hdromszogben
halad6 BC koriv n — 3 > 0 tovabbi pontjarol van szo (4. abra). Ezt a kovetkezSképpen lathatjuk be:

A-bol csak n — 1 szakasz indul ki. A BC' iv n — 1 pontjat 6sszekots szakaszok koziil is csak n — 1 valaszthato ki az
elsirasnak megfelelGen, hiszen ezek egy konvex (n — 1)-szdg cstcsai. Ha A-bol indulo szakaszt is és a BC' iv pontjait
Osszekots szakaszt is kivalasztunk, akkor ezek kozos pontja csak az A-bol induld szakasz méasik végpontja lehet. Ha
tehat a kivalasztott szakaszok kozott csak egyetlen A-bol induld van, akkor ennek masik végpontja sziikségképpen
minden mas kivalasztott szakasznak is végpontja, s ezért igy is csak n — 1 szakaszhoz juthatunk. Ha viszont két A-bol
indul6 szakaszt és a BC iv egy huarjat is kivalasztjuk, akkor ezek sziikségképpen haromszoget alkotnak, és tovabbi
szakasz mar nem valaszthaté hozzajuk az el6irds megsértése nélkiil.

Megemlitjiik itt még, hogy ha tetszSleges n-szog esetében csak a belsd atlok koziil valogathatunk, akkor még n — 1
paronként kozos ponttal rendelkezs sem véalaszthato ki minden esetben, hanem csak 2. Az 5. dbra példaja mutatja,
hogy tobbet nem kovetelhetiink meg. Nem nehéz bebizonyitani, hogy ha n > 5, akkor két csatlakozé bels6 4t16 mindig
talalhato, e bizonyitast azonban az olvaséra hagyjuk.

5. dbra



2. Felmeriil a kérdés, hogy ha a sik (harmaséaval nem egy egyenesen elhelyezkeds) n pontjat 6sszekotd szakaszok
koziil ki lehet véalasztani n paronként koézos ponttal rendelkezst, akkor ez az n szakasz milyen abrat alkothat. Bebi-
zonyitjuk, hogy csak egy pdratlan oldali csillagsokszég adodhat, amelyhez még a csucsaibol induld, az odafuto oldalak
szdgtartomdnydban halado szakaszok jarulhatnak (6. abra).

6. dbra

Masodik megoldasunk mutatja, hogy az els6fokt pontokba futéd szakaszok elhagyéasa utan csupa masodfokt ponttal
rendelkez6 abrahoz kell jutnunk (ehhez az eredményhez I. megoldasunk alapjan is eljuthatunk). Ez az d4bra most nem
lehet {ires, mert akkor az utolso6 elhagyés egyszerre két végpontot sziintetne meg, s igy csak az my < n—k egyenlétlenség
lehetne érvényes, ami kizarja d—n teljesiilését. Eszerint az elhagyasok utan maradé abraban zart toréttvonal taldlhato,
mert valamelyik szakaszon elindulva a pontok mésodfokisaga miatt mindig folytathatjuk utunkat csatlakozé szakaszon,
és igy valamikor mar bejart szakaszhoz kell érniink. Minthogy az ilyen zart torottvonal szakaszai vagy csatlakoznak,
vagy metszik egymast, csillagsokszoghtz jutottunk. Ennek sziikségképpen paratlan sok csticsa van. Ha ugyanis AB
egy szakasza, akkor a tovabbi csticsok a szakaszok metszése miatt valtakozva az AB egyenes egyik és masik oldalan
helyezkednek el, de koziiliikk az A-val és B-vel szomszédos ugyanazon az oldalon van, hiszen az ezeket AB-vel 0sszekoto
szakaszok is metszik egymast.

Megvizsgaljuk, hogy a mar megtalalt csillagsokszogon kiviil milyen szakaszok szerepelhetnek még az eredeti ab-
raban. Ha egy pont a csillagsokszog csatlakozdé AB, BC' oldalai altal meghatarozott ABC' szogtartoményban vagy
csucsszogének tartoméanyaban van, akkor belSle csak B-be futhat szakasz, mert kiilonben nem volna k6z6s pontja AB
és BC mindegyikével. Ilyen szakasz is csak akkor felelhet meg, ha magaban az ABC szogtartomanyban van, mert
kiilonben nem volna k6z6s pontja a csillagsokszog tovabbi oldalaival, amelyek ezen a szogtartomanyon beliil kotik
Ossze az AB, BC' szakaszokat.

Allitasunk teljes bizonyitasahoz elég mar csak azt igazolnunk, hogy a sik minden pontja a csillagsokszog valamelyik
szogének vagy szoge csicsszogének tartoméanyaban helyezkedik el. Ennek igazolasara az AB egyenest B koriil elfor-
gatjuk agy, hogy az ABC szognek és csucsszogének tartomanyat végigsoporve C'B helyzetbe jusson. Ezt kdvetGen C
koriil forgatjuk el ugyantgy, majd a kdvetkezd csics koriil, mig végiil is eredeti helyzetébe tér vissza, tehat egyiittesen
180° egész szami tObbszorosével fordul el.

Nem lehetséges azonban, hogy az egyenes 180°-nal tobbet forduljon el. Az ellenkez6 esetben ugyanis egyenesiink
az els6 félfordulat soran olyan a helyzetet is elfoglal, amelyen a csillagsokszog egyetlen csticsa helyezkedik csak el, ti.
az, amely koriil éppen forgatunk. A masodik félfordulat soran egyenesiink a-val parhuzamos b helyzetbe jut. Azonos
helyzetrsl nem lehet sz6, mert a nem tartalmaz masodik csicsot. A parhuzamos a, b egyenesek mindegyike kettévagja
a csillagsokszog egy-egy szogét, ezért e szogek egy-egy szara a parhuzamosok savjan kiviil helyezkedik el. Igy tehat az
ezeket a szarakat szolgaltatd sokszogoldalaknak a feltételezett esetben nem lehetne kdzos pontjuk.

Mar csak azt kell belatnunk, hogy ha egy egyenes a sikban mozog, és 180°-0s elfordulas utéan eredeti helyzetébe
tér vissza, akkor mozgasa soran a sik minden pontjan athalad. Ez val6ban igy van, mert ha valamely P pontnak nem
volna meg ez a tulajdonsaga, akkor P-b6l mindig félegyenest indithatunk, amely a mozgo6 egyenest merélegesen metszi.
Ez a félegyenes P koriil forog, és a 180°-os elfordulas utan ellentétes irdnya lesz. Nem metszheti ezért merélegesen
ugyanazt az egyenest, amelyet a mozgas kezdetekor metszett.

3. Felvetjiik azt a kérdést is, hogy hanyat kell kivalasztani egy konvex n-szog atléi koziil, hogy bizonyosan legyen
ezek kozott k olyan, amelyeknek paronként nincs kozos pontja. Feladatunk a k = 1 esettel foglalkozott. Ebben az
esetben n 4 1 atl6 kivalasztasa megfelel, de kevesebb nem.

Konnyt belatni, hogy a felvetett altalanos esetben kn-+1 atlo6 kivalasztasa megfelel, s6t megfelel akkor is, ha nemcsak
az atlok, hanem az oldalak koziil is valogathatunk. Ez harmadik megoldasunkbdl szinte kozvetleniil kiolvashatd, mert
ha kn + 1 atlot vagy oldalt valasztunk ki az n csoportbol, akkor valamelyikbdl legalabb (k 4 1)-et kell kivalasztanunk.

Nehezebb megmutatni, hogy kisebb szidm nem felel meg. Megmutatjuk, hogy ez valéban igy van, vagyis olyan
el6irast adunk a konvex n-szog atloi kozil nk atlé6 meghtzasara, hogy ne lehessen ezek koziil k + 1 paronként kozos
pont nélkiili 4tl6t kivalasztani.

Csak akkor van értelme ilyen el6irds megadésanak, ha az n-szégnek egyaltalaban van k + 1 paronként kozos pont
nélkili atloja. Ez csak akkor igaz, ha n > 2k +4. Ha ugyanis olyan atlokat tekintiink, amelyeknek nincs k6zos pontjuk,
akkor barmelyiknek barmelyik oldalan vagy talalhato olyan csics, amely nem végpontja atloink egyikének sem, vagy



pedig van ezen az oldalon tovabbi atl6. Ez utébbi esetben tovabb haladhatunk, és esetleg ijabb meg Gjabb atléhoz
jutunk, de végiil is el kell jutnunk olyan csicshoz, amely atléinknak nem végpontja. Ilyen csiics ezek szerint legalabb
kettd van, ti. egy atlo mindkét oldalan legaldbb egy. Ha tehat k + 1 atlorol van szo, akkor ezek 2(k + 1) végpontjan
kiviil még legalabb két csticsnak kell lennie.

Legyen tehat n > 2k 4 4, és legyenek az n-szog cstcsai sorban

Ao, A1, Bi, Az, B, ..., Ak, By, A1, Aigo, C1, Co, ..., Cp_gp_3.

Rajzoljuk meg ebben a konvex n-szogben mindazokat az &atlokat, amelyeknek legaldbb az egyik végpontja B jeld,
tovabba AgAgyo kivételével mindazokat az atlokat, amelyek két A jeld csiucsot kotnek Gssze (7. abra; a 3. abraa k = 1
esetben ugyanezt mutatja be). Konnyd ellenérizni, hogy Osszesen nk 4tlot rajzoltunk meg.

7. dabra

Allitjuk, hogy ezek koziil az atlok koziil csak k darab paronként kozos pont nélkiili valaszthato ki. Ezt k-ra vonatkozo
teljes indukciéval bizonyitjuk be. Mar tudjuk, hogy allitdsunk a k = 1 esetben helyes. Legyen tehat k > 1, és tegyiik
fel, hogy allitasunk minden olyan esetben helyes, amikor k szerepét k-nal kisebb szam tolti be.

Ha valamennyi kivalasztott atlonak van B jeld csucsa is, akkor szdmuk nem lehet k-nal nagyobb, hiszen csak &
darab B jeld csics van. Elég ezért azzal az esettel foglalkoznunk, amikor olyan h atlot is kivalasztunk, amely két A jeld
csucsot kot Ossze. Megvizsgaljuk, hogy h két oldalan hany tovabbi atlé valaszthato ki. Vagjuk fel tehat n-szogiinket két
sokszogre, S1-re és Sp-re. S7 csucsai csak A és B jeliiek, S cstcsai kozott pedig a C jeldek is szerepelnek. Helyezkedjék
el a B jeli cstucsok koziil j darab S; hataran, k — j pedig Se hataran. Nyilvan j > 0, viszont k — j = 0 is lehetséges.

Azt allitjuk, hogy Si-ben csak j — 1 olyan atlo valaszthaté ki, amelyeknek egyméssal és h-val nincs k6z6s pontjuk.
Mar belattuk, hogy j darab paronként kézos pont nélkiili 4tl6 csak legalabb 25 + 2 oldala sokszdgben van. S; legfeljebb
éppen ennyi oldala lehet (ha ti. Ag vagy Axyo is szerepel h végpontjai kozott), azonban olyan atlok szaméat vizsgaljuk,
amelyeknek h-val sincs kozos pontjuk. Az ilyen atlok pedig annak az S] sokszognek is 4t16i, amelyet S;-b6l kapunk,
ha egy 4tlojaval a h oldalt és egy szomszédos oldalat levagjuk (8. abra). Minthogy S] legfeljebb 25 + 1 oldald, S;-b6l
sem lehet az el6irt moédon j — 1 atlonal tobbet kivalasztani.

So-ben csak akkor van egyaltalaban atl6 a megrajzoltak koziil, ha j < k, azaz van Se-nek B jeld csicsa is. Feltessziik
tehét, hogy j < k. Vizsgaljuk meg, hogy S, hataran a csicsok bettjelzése olyan elrendezésii-e, mint n-szogiinkben,
természetesen k helyett csak k — j darab B jeld csuccsal. Ez bekovetkezik, ha h végpontjai kozott Ag vagy Agyz is
szerepel. Minden mas esetben ugyancsak elérhetjiik ezt azaltal, hogy S2-b61 egy atloval a h oldalt és egy csatlakozo,
B jeli pontba vezets oldalt levagunk (8. dbra). A kivalaszthato atlok szamét vizsgdlva az igy kapott S, sokszogre
térhetiink at, hiszen csak olyan 4tl6 valaszthato ki, amelynek h-val sincs kozos pontja. Minden esetben alkalmazhatjuk
tehat az indukcios feltevést, s ezért kimondhatjuk, hogy Ss-bél a kévetelményt kielégité modon nem lehet k — j &tlonal
tobbet kivalasztani.



8. dbra

Ezek szerint az altalunk megrajzolt nk atlo koziil kivalaszthato, paronként kozos pont nélkiili 4tlok szama (magéra
h-ra is gondolva) valoban legfeljebb 1+ (7 — 1) + (k — j) = k.

Megoldatlan kérdés, hogy ha a most targyalt problémat nem egy konvex n-szogre, hanem a sik n pontjara vetjiik
fel, vajon szintén nk + 1 adja-e a feleletet.

4. Feladatunk probléméajanak utolso6 altalanositasaként még az angol Conway sejtését emlitjiik meg. E sejtés szerint,
ha a sik n pontjat 6sszekotd vonalakat rajzolunk, amelyek koziil barmely kettének vagy van kozds végpontja, vagy pedig
egyetlen pontban metszik egymast, de mas kozos pontjuk nincs, akkor ezeknek az 6sszekotd vonalaknak a szdma csak
legfeljebb n lehet. Hangsulyozzuk, hogy vonalak érintkezési pontja nem metszéspont, a vonalak érintkezését kizartuk.

Eldontetlen kérdés, hogy vajon ez a sejtés helyes-e. Emlitést érdemel, hogy a vizsgalt 4brak itt 1ényegesen masok,
mint az 6sszekots szakaszokra felvetett problémanal, és nem csak a vonalak gorbiilése miatt. Ezt a 9. dbra is mutatja,
melyben 6 pontot 6 vonal kot Ossze az eléirasnak megfelelGen, mégpedig ciklikus médon. Lattuk, hogy szakaszok
esetében ez csak paratlan sok pontra lehetséges.

9. dbra

Olvaso6ink is megkisérelhetik a vonalakra vonatkozo6 probléma megoldasat. Ha valakinek sikeriil az el6irasnak megfe-
lelGen gy rajzolnia vonalakat, hogy szamuk nagyobb, mint végpontjaik egyiittes szdma, akkor megoldotta a problémaét.
Nehezebb a probléma lezarasa, ha nemcsak nem sikeriil ilyen abrat rajzolni, hanem ilyen dbra nincs is. Ebben az esetben
ennek bebizonyitasira volna sziikség.

Harmadik feladat. Az ABCD gila tartalmazza (belsejében vagy hatdrdn) a D-t6l kilonbézé P pontot. Bizonyitsuk
be, hogy a PA, PB, PC tavolsigok kozott van olyan, amely kisebb a DA, DB, DC' tdvolsdagok valamelyikénél.

I. megoldas. Feltehetjiik, hogy P nincs a DA, DB, DC' oldaléleken, mert ha pl. a DA élnek D-t8l kiilonbozé
pontja, akkor PA < DA.

Elég megmutatnunk, hogy az APD, BPD, CPD haromszogek valamelyike P-nél derékszogli vagy tompaszog.
Ha ugyanis pl. az APDA ilyen, akkor DA a legnagyobb oldala, s ezért PA < DA (10. abra).



10. dbra

P-b6l induld, PD-vel hegyesszoget bezard félegyenesek annak a féltérnek a belsejében haladnak, amelyet a P-ben
PD-re mertlegesen allitott sik hatérol, s amely tartalmazza a D pontot. Ha tehat az el6bb emlitett haromszogek
P-nél mindannyian hegyesszogtiek, akkor a gila minden csticsa a mondott féltér belsejében van, tehat maga a gila is,
s ez ellentmond annak, hogy P a féltér hatarsikjan helyezkedik el. Ez az ellentmondéas bizonyitja, hogy haromszogeink
kozott valoban van olyan, amely P-nél nem hegyesszogi.

D

11. dbra

II. megoldas. A P ponton at az ABC sikra merélegest allitunk. Legyen ) ennek a mer6legesnek az ABC' siktol
legtavolabbi, még a gulahoz tartozé pontja (11. abra). @ tehat az ABD, ACD, BCD oldallapokon helyezkedik el,
legyen pl. az ABD lapon. Allitsunk ennek sikjaban a Q ponton &t merdlegest az AB egyenesre. Legyen R ennek
a merdlegesnek az AB egyenestdl legtavolabbi, még az ABD haromszoghtz tartozo pontja. R tehat az AD, BD
oldaléleken helyezkedik el, legyen pl. az AD szakasznak pontja.

Ha egy pontot mer6legesen tavolitunk egy siktol vagy egy egyenestsl, akkor a sik minden pontjatol, illetSleg az
egyenes minden pontjatol tavolodik. Ezért

PA<QA< RA< DA.

Mindeniitt meg kellett engedniink az egyenl@séget is, hiszen P = @), @ = R, R = D mindegyike lehetséges. Mindezek
azonban egyszerre nem teljesiilhetnek, mert P nem azonos D-vel. Ezért legalabb egy helyen az egyenlGtlenség jele
érvényes, és igy PA < DA.

II1. megoldas. A PD szakaszt merélegesen felez§ sik kettévagja galankat, hiszen P és D a sik mas-mas oldalan
van, és a gildhoz tartozik. Ebbdl kovetkezik, hogy e sik altal hatarolt félterek mindegyikének a belsejében van csiicsa
a gulanak, mert ha az egyikben nincs, akkor a csticsaival egyiitt az egész gula is a masik féltérben van, s igy a sik nem
vaghatna ketté a gulat. Ha pl. az A cstcs a P pontot tartalmazé féltér belsejében van, akkor PA < DA, hiszen e féltér
bels6 pontjai kozelebb vannak P-hez, mint D-hez.

Megjegyzések. 1. Mindharom megoldasunk a feladat &llitdsan tilmenden azt is bebizonyitja, hogy a PA, PB,
PC tavolsagok kozott van olyan, amely kisebb, mint a DA, DB, DC' tavolsagok koziil a vele azonos végpontu.

2. A masodik megoldés valtoztatas nélkiil alkalmazhaté akkor is, ha nem harom, hanem akirhany oldala gularél
van sz6. Bizonyitja tehét, hogy egy guldnak a csicsdtdl kiillonbozd (belsejében vagy hatdrdn elhelyezkedd) pontja kizelebb
van az alaplap valamelyik szégpontjihoz, mint a gula csicsa.

3. A harmadik megoldés alapjan még t6bbet is kimondhatunk. Mo6dositas nélkiil helyes marad ez a megoldas akkor
is, ha benne gula helyett tetsz6leges poliéder szerepel. Bebizonyitja tehat, hogy egy poliéder valamely D csicsdtol
kiilonbozd (belsejében vagy hatdrdn elhelyezkedd) pont kozelebb van a poliéder valamelyik D-t6l kilonbozd csicsdhoz,
mint D. Ugyanez az els6 bizonyitas modszerével is kdnnyen bizonyithato.

4. Legyenek a haromoldala gula oldalélei dy < do < d3, egy a gula csicsatol kiillonb6zs pontjanak az alapharomszog
cstcsaitol mért tavolsdgai pedig p1 < p2 < ps. Az indexezés itt csak a nagysigrendtdl fligg, és nem jelenti, hogy az
azonos indexteket azonos végponta szakaszok adjak. Kérdezhetjiik, hogy ha megadunk valamilyen d;, ds, ds, p1, p2,
p3 tavolsagokat, vajon talalhato-e olyan gula s abban olyan pont, amelyekhez éppen a megadott értékek tartoznak.



Feladatunk kimondja, hogy
p1 <ds

sziikséges ahhoz, hogy ez lehetséges legyen. A masodik megoldasbol kénnyen kiolvashato, hogy
p1+p2 <dx+ds

is sziikséges feltétel, hiszen ott PA + PB < QA+ QB < DA + DB, és az egyenlGség nem teljesiilhet mind a két
esetben.

Erdemes megemliteni, hogy pl. po < ds mar nem kell, hogy teljesiiljon, és nem kell teljesiilnie a p; + po + p3 <
di + ds + d3 egyenl6tlenségnek sem. Mindez kiolvashatd a 12. 4brabol, amelyen a szakaszok mellett azok hossza &ll.
Ezek a tapasztalatok tovabbi sziikséges feltételek keresésekor ovatossagra intenek.

12. dbra

Vannak azonban még tovabbi sziikséges feltételek is, mert ha a mar emlitettek mind teljesiilnek, ez még nem
elégséges ahhoz, hogy valoban talalhato legyen a d;, da, ds, p1, p2, p3 értékeket szolgaltato gila és pont. Ilyen egyszertd
formaju sziikséges és elégséges feltétel nem ismeretes. Megkeresése talan érdekes, de nagyon kénnytinek nem latszo
feladat.

Hajés Gyorgy



