1. E folyodirat XXIV. kotetének 5. szaméban ERDOS PAL egy gazdag tartalmu cikkben ,,Néhdny elemi geometriai
problémdrol” cimen meggy&zte az olvasdkat arrél, hogy a matematika fejlédése soran sok olyan probléma meriil fel, mely
nem kivan nagy matematikai felkésziiltséget, s mégis nehéz, mert a megoldasra alkalmas moédszereket kell el6bb még
megteremteni. Ebben a kdzleményben a mondott ERDOS-cikkben szerepld két kérdés kapcsan azt kivAnom megmutatni,
miként vezet a probléméan valé elmélkedés a megfelels modszerek kialakitasahoz.

El6szor ismert tétel elemi bizonyitasdhoz keresiink modszert. Legyen adva a sikon 9 pont: Py, Ps, ..., Py. Ezek
kettenként legfeljebb
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-9-(9-1)=236

2
(Osszekotd-) egyenest feszitenek ki. A 9 pont altal igy kifeszitett egyenesek szama lehet 36-nal kisebb is, hogyha az
Osszekots egyenes a 9 koziil 2-nél t6bb ponton is atmegy. Ha példaul egy kifeszitett egyenes a 9 pont koziil éppen 3
pontot tartalmaz (sem tobbet, sem kevesebbet), akkor a pontkilenceshez tartozé 3-ponti egyenesnek fogjuk nevezni.

Folmeriil a kovetkezs kérdés: 9 pont esetén maximaélisan hany 3-pontd egyenes fordulhat els?
A legtobb emberben elGszor az a sejtés tamad, hogy a kérdéses maximum 8. Ugyanis az 1. 4brara gondol.
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1. dbra

Aki azonban ismeri az in. PAPPOS — PASCAL tételt, konnyen megcéfolja ezt az els6 sejtést egy ,,jobb ellenpéldaval”.

A mondott tétel szerint tudjuk a kovetkezsket. Két tetszGleges egyenesen harom-harom tetszéleges pontot valasz-
tunk (az a és b egyenesen az 1, 3, 5 és 2, 4, 6 pontokat). Ezeket a szamozas rendjében ciklikusan osszekotjiik, vagyis
megrajzoljuk az 12, 23, 34, 45, 56, 61 egyeneseket. Azutédn parokba osztjuk e hat egyenest:

12 23 34
45 96 61

a parokat az oszlopok két-két eleme alkotja. Ezek a parok rendre az X, Z, Y metszéspontokat szolgéltatjak. A szoban
forgd tétel azt mondja, hogy az igy szarmaztatott X, Y, Z pontok egy egyenesbe esnek; a 2. abran a p egyenesrdl van
sz0.

2. dbra

Ez az abra az ellenpélda, hiszen itt a 9 ponthoz 9 haromponti egyenes tartozik. Nyomban félmeriil az 6tlet, hogy az
elemek szerencsésebb elhelyezésével még a 2, 5, Y pontok is egy egyenesbe eshetnek. A 3. abran éppen ilyen alakzatot
mutatunk be. Tehat létezik olyan pontkilences, mely 10 haromponti egyenest feszit ki. Ebb6l az az Gjabb sejtésiink
tamad, hogy a keresett minimum 10. Ezt persze nem bizonyitja az a tény, hogy a legttletesebb prébalkozéasokkal sem
tudunk 9 pontot tgy elhelyezni, hogy legalabb 11 haromponta egyenest feszitsenek ki. Probaljuk hat meg bebizonyitani,
hogy ilyen elhelyezés nincs. Ez az eddigiektdl eltérd jellegd és nehezebb feladat.



3. dbra

2. Megmutatjuk, hogy a ,,létezik a sikon 9 pont, mely legalabb 11 hdromponti egyenest feszit ki’ feltevésbél képtelen
kovetkezmények addédnak. A kissé hosszadalmas és szokatlan jellegi okoskodasok el6tt még néhény — pillanatnyilag
hasznos — fogalmat vezetiink be.

Adott n pont, Py, P, ..., P, feszitsen ki haromponti egyeneseket is, s jelolje ezeket g1, g2, ..., gm. Az igy
értelmezett {Py, ..., Pyn; g1, ..., gm} alakzat bizonyos szamu illeszkedést létesit. Egy illeszkedés azt jelenti, hogy
egy P, pont rajta van egy gs egyenesen (mds szoval a g5 egyenes atmegy a P, ponton). Annyi illeszkedést létesit ez az
alakzat, ahany ilyen helyzetviszonyu pont-egyenes-péar van benne. (Példaul az 1. abra 24 illeszkedést valdsit meg.)

A P pontokat a hozzajuk illeszkeds g egyenesek szama szerint osztalyozhatjuk. Hogyha egy P ponthoz pontosan
k szamt g egyenes illeszkedik, akkor ezt a pontot k-egyenesé pontnak mondjuk. (Igy példaul a 3. bran vannak
négyegyenest pontok, mégpedig a 2, 5, Y; a tobbiek haromegyenest pontok. Noha az 1, 4 pontpar is kifeszit egyenest,
de az nem harompontt, s azért pl. az 1 pont jellemzésénél nem vessziik tekintetbe. Eppen tgy a 3-nal tobb ponta
egyenest sem vessziik tekintetbe.)

No mérmost tegyiik fel, hogy létezik egy

{Pr, ooy Po; g1, -y gm}b (m >11)

alakzat, s allapitsuk meg az altala megvalésitott illeszkedések szamat.

4. dbra

Minthogy a harompontiu egyenesek szdma m, az illeszkedések szama 3m(> 33).

Ha pontonként haladva is megszamlaljuk az illeszkedéseket, ugyanaz a szamossag adodik. Jelolje evégbdl a k-
egyenesi P pontok szaméat xy; vildgos, hogy e pontokhoz k - zj szamu illeszkedés tartozik. Az is nyilvanvald, hogy
k > 4 nem lehet, hiszen amint a 4. abra is mutatja, mar egy otegyenesd pont 1étezése is megkivanja, hogy legalabb 11
pontbol alljon az alakzat. Igy hat

To+T1+ T2+ 23+ 24 =09,

és az illeszkedések szadma
O-zo+1-214+2-20+3-23+4-24.
A kétféle megszamlalas egybevetésébdl és a P pontok szamabol adodnak a

O-zo+1-214+2-29+3-23+4-24 >33
3-xo+3-x1+3-20+3-x3+3 x4 =27

Osszefiiggések, ezek kiilonbségébdl pedig
:E4—(3~:E0—|—2~2131+1'132) >6
kovetkezik. Minthogy az x szamok mindannyian nem-negativ egészek, az utolso kifejezésbol

1'426.



A kérdéses alakzatnak tehat legaldbb 6 négyegyenesti P pontja van.
A 9 pontu alakzat tanulméanyozasanal a négyegyenesii pontok tulajdonsagai lényeges szerepet jatszanak, azért itt
kiilon kiemelve emlitjiik a kovetkezSket (az 5. abran a P pont).

5. dbra

a) A négyegyenesi ponton atmend g egyenesek a szoban forgo alakzat Gsszes pontjait felfiizik.

B) A négyegyenesti pontot az alakzat barmelyik pontjaval 6sszek6t6 egyenes még egy és csakis egy tovabbi pontot
is felftiz.

Az x4 > 6, valamint az 5. dbra segitségével kbnnyen belathato, hogy az alakzat négyegyenest pontjai koziil okvet-
leniil kivalaszthat6 olyan héarom,

~) amelyek egy egyenesbe esnek,
valamint olyan harom is,

0) amelyek nem esnek egy egyenesbe.

Ragadjuk ki a {P1, ..., Py; g1, ..., gm} alakzat v-nak megfeleld 3 pontjat és egy tovabbi négyegyenesi pontot,
amelyik nem lehet az el6bbi hdrommal egy egyenesen. Jeldljiik az utébbi pontot P;-gyel, az el6bbi harmat P, Ps,
Py-gyel, és vizsgaljuk egyel6re a P; P, P; pontharmast (6. dbra).

Ennek a ¢1, g2, g3 oldalegyeneseihez — 3 szerint — az alakzat egy-egy tovabbi pontja illeszkedik, az abran a Py-
en kivil a Ps, Ps pontok. Az alakzat tovabbi harom pontja, a P; PsPy pontharmas mar nem illeszkedik a mondott
oldalegyenesek egyikéhez sem.

6. dbra

Minthogy a P, pont négyegyenesi és a g2, g3 oldalegyenesekhez illeszkedik, még két tovabbi egyenes megy at rajta;
jelolje ezeket g4 és g7. A g2 és g3 altal még fel nem fiiz6tt Py Pr Py Py pontnégyest — v szerint — a g4 és g7 pontparonként
felfiizi. Hasonl6 meggondolas alkalmazhato a P és a P cstcsra is.

Ilyen médon — az abra esetlegességeitdl el kell tekinteniink, abbol csak arra tdmaszkodhatunk, amit eddig bebi-
zonyitottunk — a kovetkez szerkezeti tulajdonségokat igazoltuk: 1. A feltiintetett pontok kimeritik az alakzat Gsszes
pontjait, s tudjuk, hogy a P;, Ps, Ps és Py pontok négyegyenesiiek. 2. A feltiintetett 9 egyenes az alakzat 9 haromponti
egyenese. (Az alakzat tovabbi egyeneseir6l még semmit sem tudunk, tehat még kideriilhet — az abra ellenére is —, hogy
pl. Py, Ps, Ps egy egyenesbe esnek.) 3. A P; P3Py haromsz0g a P) P> P; haromszog koré van irva, abban az értelemben,
hogy az utobbi csicsal az el6bbinek egy-egy oldalegyenesén vannak. 4. A P;, Pg, Py pontokat rendre a Py, Py, Ps
cstcsokbol a szemkozti oldalegyenesekre vetitve a Py, Ps, Ps pontot szolgaltatjak.



Eddig nem vettiik figyelembe azt, hogy P, is négyegyenesd pont. EbbGl és a 6. abra igazolt tulajdonsagaibol
kovetkezik, hogy
g0 =FP1Ps és g1 = PyPy

egyenesek az eddigiekt6l és egymastol is kiilonbozs, haromponti egyenesek. A harmadik pontjukat megéllapitando,
csak a g1, 94, g10, 911 altal eddig még fel nem filiz6tt pontokrol lehet sz6, vagyis a Ps és Ps pontrol. A g17 nem mehet
at a Pg ponton, mert kiillonben két pontban, a Ps és Py pontban metszené a gg egyenest, ami képtelenség. A harmadik
pontja tehat Ps. Ugyanigy adodik, hogy a g1o egyenes harmadik pontja a Ps pont. Igy azonban a gio és g11 egyenes
miatt a Pg és Py is négyegyenest pontoknak bizonyultak.

Most a PAPPOS — PASCAL tétel alkalmazéasaval talalhatunk egy tizenkettedik haromponta egyenest. A 2. dbra
a és b egyenesének szerepében tekintsiik a 6. dbra g; és gy egyenesét, valamint az 123456 ponthatos szerepében a
P3Py P, P, P, Py ponthatost, akkor az X, Z, Y szerepét most itt a Pr, Ps, Ps veszi at. A PAPPOS — PASCAL tétel szerint
tehat egy djabb harompontt egyenes is fellép, a P; Ps Ps-ot felfiz6 g12 egyenes; ez a 2. dbra p egyenesének a szerepét
veszi at. A g1 egyenes beiktatasaval a Pr, Ps, Pg pontok is négyegyenest pontoknak bizonyultak.

Tehat a feltevés arra vezetett, hogy az alakzat 12 egyenesbdl és 9 négyegyenesii pontbol all. Kénnyen ellendrizhetjiik,
hogy ilyen médon a 9 pont barmely kettGjét 0sszekots egyenesnek egy harmadik kijelolt ponton is 4t kellene mennie.
Ez azonban az ERDOsS cikke elején bizonyitott GALLAI tétel szerint lehetetlen, mert mindig kell lennie kétponta
egyenesnek.

Feltevésiink tehat ellentmondasra vezetett. Igy leszogezhetjiik a kivetkezs tételt: A sik 9 pontja dltal kifeszitett
hdaromponti egyenesek szamanak a mazrimuma 10.

Ezt a tételt a mult szazad végén fedezte fel SYLVESTER. Az § eredeti bizonyitasat a rendelkezésemre all6 irodalomban
nem sikeriilt megtaldlnom.

Erdekes megjegyezni, hegy azt a specialis tételt, amivel itt ellentmonddsra jutottunk, ti. hogy nem helyezhetd el a
stkban 9 pont és 12 egyenes gy, hogy az egyenesek mindegyike hdrom-hdrom ponthoz és a pontok mindegyike négy-négy
egyeneshez illeszkedjék, mar MACLAURIN skot matematikus felfedezte 1798-ban.

3. Ezek utan attériink az 4j, ERDOs-féle probléma tanulmanyozasara.

,»Adott pont n-es esetén mekkora a négypontu egyenesek maximélis szdma, az M 7”7

Elgszor konkrét esetekkel probalkozunk (kisérletezés). Ha n = 4, akkor nyilvan M = 1. S6t n = 5,6 esetén is
M =1. Ha mar n =7, akkor M = 2.

Az n novekedésével rohamosan elbonyolédnak a lehetséges viszonyok, és ugrdsszertien novekszik a kiilonféle hely-
zetlehet&ségek szama.

7. dbra

Vegytik csak az n = 16 pont esetét. Az elsG sejtés az, hogy M = 10 (7. dbra). Nem konnyd ezt a sejtést, jobb
ellenpéldat talalva, megcafolni. Pedig egy szabélyos 6tsz6g egy lényegesen jobb alakzat megtalalasdhoz vezet (8. dbra).
Itt a 16 pont 15 négyponti egyenest feszit ki. Az a sejtésiink tamad, hogy ez a legjobb eset, vagyis most M = 15.

A négypontu egyeneseket tekintve, ennek az dbranak az adott pontjai kozt vannak haromegyenesi és otegyenesi
pontok, mégpedig szdm szerint 10 és 6. Hogyha a pontok szerint szamlalnank meg az illeszkedéseket, most

3:-1045-6=4-15=60

adodnék. Az a sejtésem, hogy 16 pont esetén ez az dbra az, mely a négypontt egyenesek maximalis szamat szolgaltatja.
A 2. szakaszban bemutatott modszer e sejtés bizonyitésa (vagy esetleg cafolata) céljara még nem kielégits. A 16
pontu alakzat négypontt egyeneseire nézve csak annyit tudunk, hogy

156 < M <19.

Ez pedig még igen durva ,becslési tétel”. Nem is részletezziik itt tovabb. Mindenesetre az eddigiekbdl is lathato, hogy
altalaban n pont esetén a megfelelg M-re vonatkozolag nem kénnyt dolog valami sokat mondoé dsszefiiggést megsejteni.
Arra kezd az ember gyanakodni, hogy az n novekedésével az M-nek nem valami erés novekedése jar egyiitt.



8. dbra

ERDOs az idézett cikkben a kovetkezs két sejtést emliti: .. ,.en azt hiszem, hogy nagy n-re e maximum [vagyis M|
sokkal kisebb nagysagrendii lesz, mint n?, talan kisebb, mint cn egy alkalmas ¢ allandoval”.

Az idézett sejtés masodik felét a kovetkezSkben megcafoljuk. (Az elss fele valoszintleg igaz, s6t egy alsé korlatot
is sikeriilt megallapitanom, amely nem is javithat6. Errél azonban a felhasznélt erésebb eszk6zok miatt egyel6re nem
beszélhetek.)

4. Tegyiik fel, hogy igaz a kovetkez6 segédtétel:
Ha van egy T alakzat, mely n pontbdl dll és e pontok pontosan m négyponti egyenest feszitenek ki, akkor a I'-bol
leszdrmaztathatd egy olyan I, melyre nézve

n' = 4n, m =4m+n

teljesiil.

(E cikk utols6 szakaszaban be fogjuk bizonyitani e segédtétel allitasat is.)

Miként I'-bol a I”, IV-bél a T, T”-b6l a T . . ., szarmaztathato. Most tablazatba foglaljuk a pontok és négyponti
egyenesek szamanak fazisrol fazisra valé alakulédsat. Hogyha a I' kiindulasi alakzatban n = 1, akkor m = 0, és a
tablazat:

n m
I -ban |1 0
I’ -ben | 4 1
o, |42 44+4=2-4
o, |43 4-2-44+4%=3.4?
v, |4t 4-3-424+43=4-43
rv .,, |4° 4443444 =544
vt | 4¢ 4.5.4% 445 =6-4°
és igy tovabb
I'* -ban | 4% k -4kt
Vagyis han =4k (k=0, 1, 2, ...), akkor
M_m k4 ke
m  n 4k 4

Ez azt jelenti, hogy az M/n hdnyados — ERDOS sejtésének nem felel meg — az n ndvekedése sordn barmely természetes
szamon til névekszik.
5. Végiil pedig bebizonyitjuk, hogy a segédtétel allitasa valéban igaz.



Az n pontbol allo T' alakzat, amint tudjuk, legfeljebb n(n — 1)/2, vagyis véges szamu egyenest feszit ki. Legyen az
x egyenes olyan (kiilonben tetsz6leges) allasu, mely a kifeszitett egyenesek egyikével sem parhuzamos. Tekintsiink egy
K kort, melynek a I" minden pontja a belsejében van. Ez a I" egy un. feddkore.

Tekintsiik a K két az z-szel parhuzamos érintSjét, az o’ és 2’ egyeneseket. Mozgassuk el ezeket az egyeneseket
redjuk merdleges, ket a kort metsz6 helyzetbe vivs eltolassal mindaddig, mig elGszor iitkoznek bele a I' egy pontjaba.
Igy a I'-t bezartuk egy parhuzamosokkal hatarolt tn. tdmaszsdvba. A szirmaztatasbol és x allasa megvalasztasabol
kovetkezik, hogy a tamaszsav hataregyenesei a I'-nak csak egy-egy pontjat tartalmazzak; tovabba az is kovetkezik, hogy
a I'-nak a sav belsejében elhelyezkeds pontjain 4t egy-egy a savval parhuzamos egyenes halad, s az ilyen egyenesek
sem tartalmaznak tovabbi pontot a I'-bol.

A sav x1, x9, ..., x, egyeneseinek barmelyikét a I" kifeszitette egyenesek barmelyike metszi. E metszéspontok a
végesben vannak, ennélfogva a savbol két red meréleges egyenessel olyan ABC'D = O téglalapot vaghatunk ki, mely
a szoban forgd metszéspontokat tartalmazza (9. abra).
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9. dbra

Toljuk el a © téglalapot a benne foglalt T'-val egyiitt addig, hogy az eltolassal nyert ©* teljesen el legyen valasztva
a O-t6l, az eltolast a sav iranyaban végezve. Most a I' és I'* egybefogasaval adodo T'; alakzatnak mér 2n pontja

van. Ezek a T' és T'* kifeszitette egyeneseken kiviil ijabb egyeneseket is létesitenek: a kétpontu x1, 2, ..., Zn
egyeneseket és azokat az ugyancsak kétpontu egyeneseket, amelyek a I' egy pontjat a I'* pontjaval kotik Ossze, de az
z-szel nem parhuzamosak. Ez utébbi kétponta egyenesek a végesben metszik az z;, za, ..., z, egyeneseket. Ezeket a

metszéspontokat a © és ©*-gal egyiitt magéiba zardé A; B1C1 D1 = O téglalap a savbol kivaghato. A szarmaztatasbol
nyilvanvald, hogy a T' + I'* = I'; pontalakzatban négyponti egyeneseket a I' és a I'* négyponti egyenesei alkotjak,
tehat szam szerint 2m egyenes (10. abra).
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10. dbra
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11. dbra



Most az elmondott szarmaztatast megismételjiik gy, hogy a © szerepét a ©1 vegye at (11. abra).

Toljuk el O1-et a téle elvalasztott Oo-be, vele egyiitt I'1-et I'a-be. Az dsszetett I'y + 'y = I pontalakzat 2-2n = 4n
pontbdl all. Az altala kifeszitett négypontu egyenesek: a I'y és a I's négypontu egyenesei, tovabbé az x1, x2, ..., =,
egyenesek. Tehat a IV négypontt egyeneseinek szama 2m + 2m + n = 4m + n. Ezzel a segédtétel bizonyitasat be is
fejeztiik.

Karteszi Ferenc



