A megel6z6 két cikkben (1960. és 1961. évf. 11. sz.) kétféle skalat ismertiink meg. Az els6 volt a Pythagoras—
fele, amely fokait a tiszta kvintek sorozatabdl vette, a méasodik a harmonikus dur—skéla, amely harom dur—akkord
hangjaibol van Gsszeéllitva, s az el6bbibél ugy allithato el legegyszertibben, hogy ennek 3., 6. és 7. fokat egy szintonikus
kommaval leszallitjuk. De ez a harmonikus dur—skala is csak addig felel meg a gyakorlati zene kovetelményeinek, amig
megelégsziink a f6akkordok hasznalataval, és a c-dur hangnemet nem hagyjuk el. A zene azonban egyre fejlédott, a
dallamok harmonizaldsa megkivanta a skala tobbi fokara épithet6 un. mellékakkordok hasznalatat is, és gyakran tért
at 4j hangnemekre, amelyekhez mar mas hangbol indul6 skala tartozik. Ezt nevezik a zenészek modulacionak.

A mellékakkordok a skila 2. 3. 6. és 7. fokara épithetsk fel, a legutolsé azonban disszonéns akkord, mert a h — f
kvint a tiszta kvintnél lényegesen kisebb (az f oktavjanak a h-tol valo téavolsdga ui. 2 - é : 1—5 = % < g Ezt
tehat vizsgéalataink korébdl kizarjuk, s figyelmiinket csak a tobbi haromra, a dfa, egh és ace akkordokra, az un.
moll-akkordokra forditjuk. Ezek hasonléan épithetk fel, mint a dur—akkordok, tehat alaphangbol, ennek tercébdl és
kvintjébdl allnak, a terc azonban itt nem nagy terc, mint a dur—akkordoknal volt, hanem kis terc. Azonban, ha a harom
moll-akkordot kdzelebbrsl megvizsgéljuk, meglepetéssel vessziik észre, hogy koziiliik csak az egh és ace harmonikusan
tiszta, ellenben a dfa terce is, kvintje is egy kommaéval alacsonyabb a kelleténél. A harmoniai tisztasagot helyre tudnok
allitani azzal, hogy a d-t is leszallitjuk egy kommaval, de ekkor meg a ghd dominans—akkord kvintje lenne egy kommaéaval
alacsonyabb, ami még nagyobb baj. Segitség tehat nincs, bele kell térédniink, hogy a 2. fokon 4ll6 moll-akkord mindig
hibés.

Még t6bb baj meriil fel a modulaciénal. Ha a dur—skalat ¢ helyett méas hanggal kezdjiik, akkor a kétféle egészhang
véaltakozasa miatt az eddigi torzshangokat az Gj skala szaméara néha egy kommaval el kell hangolnunk, de egészen 1]
hangokat is kell a térzshangok kozé beiktatnunk. Ha pl. a skalat a matematikai hangolas szerinti legelsé oktav d-jével
(n = 9/8) kezdjiik, akkor a harmonikus dur—skalara talalt hangkozi viszonyok fenntartésaval a kovetkezs frekvencidkra
jutunk:
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Latjuk, hogy a skala els6, 4. 6. és 8. fokdn ugyanazon hangok allnak, mint amelyek a c-dur skildban szerepeltek,
viszont a 2. fokon 4all6 e és az 5. fokon all6 @ egy kommaval magasabb lett. Tényleg:
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Teljesen 0j hangok keriiltek az f és ¢ helyére. Ezek méar nem egy kommaényi, hanem zenei gyakorlattal nem ren-

delkezs fiil szamaéra is jol észrevehets mértékben lettek magasabbak. A magassagnovekedés intervalluma mindketténél
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észrevehetd, hogy ez az intervallum joval nagyobb a 81/80 szintonikus kommanal, de csak valamivel kisebb a 16/15
diatonikus félhangnal.

A zenében az ilyen kb. félhanggal felemelt hangokat moédositott vagy kromatizalt hangoknak mondjuk, s meg-
nevezésiikre a toérzshang neve utan fliggeszstett -isz véguddest, leirdsukra pedig a hangjegy elé tett # (kereszt) jelet
hasznéljuk. A d-dur skala 0j hangjai tehat fisz és cisz. De elGfordul lefelé médositas is. Ha pl. a skalat f-vel kezdjiik,
akkor az f-dur skala hangjai.
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Itt az elsG, 2. 3. 5. 7. és 8. fokon az eredeti torzshangok, vagy ezek oktavjai allnak, a 6. fokon d-nek egy kommanyi
leszallitasaval talalkozunk, (9/8 : 81/80 = 10/9 ennek oktavja 20/9), a 4. fokon azonban a h-nal joval alacsonyabb
hangra jutottunk, amelynek h-hoz viszonyitott intervalluma 15/8 : 16/9 = 135/128, tehat ugyanaz, mint fentebb a
felemeléseké volt.

A zeneészek a lefelé kromatizalt hangokat a torzshang neve utan fiiggesztett — esz végz&déssel nevezik meg, (kivételek:
aesz helyett asz, eesz helyett esz, hesz helyett bé), irasban a hangjegy elé b (bé) jellel.
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alaka torteket konnyi Osszehasonlitani. n = 1-nél a tort értéke 2, n névekedésével pedig folyton kisebbedve kiozeledik 1-hez.



A 135/128 intervallumot kromatikus félhangnak vagy kis félhangnak nevezziik, megkiilonboztetésiil a diatonikus
vagy nagy félhangtol. Ez az érték azonban csak arra az esetre vonatkozik, ha a kromatizalt hang olyan két torzshang
kozé esik, amelyek nagy egészhangnyi tavolsagban vannak egymastol. Ha a szomszédos torzshangok tavolsaga kis
egészhang, akkor a kromatikus félhang is egy kommaéval sztikebb lesz, tehat mértéke 135/128 : 81/80 = 25/24. Szokas
ezt egységes kromatikus félhangként is hasznalni, aminek az az alapja, hogy ez egytuttal a nagy és kis terc intervallumok
eltérésének mértéke is:

5/4:6/5=25/24,

A kromatizalt hangokat mar a harmonikus zene kialakulasa el6tt is hasznaltdk, de mivel akkor még maés volt a
diatonikus félhang, masnak kellett lennie a kromatikusnak is. A pythagoraszi hangrendszerben a kromatizalt hangokat
is a tiszta kvintek sorozatébol vették, amennyiben a skila alapjat képezs
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kvintsorozatot felfelé is, lefelé is tovabb folytatték. Felfelé haladva h utan kaptak a fisz, cisz, gisz, ... stb. kromatizalt
hangokat, lefelé haladva pedig f el6tt a bé, esz, asz, ... stb. hangokat.

Mar néhanyszor hasznaltuk a ,hangrendszer” sz6t, de még nem tudjuk ennek pontos jelentését. Hangrendszeren
értjik a magassigra nézve végtelen sok lehetséges hang koziil a zenei gyakorlat szdmara nem tal kevés, de nem is
tal sok olyan hang kivalasztasat, amelyek azutan oktdvokban ismétlédnek. Ilyen volt a pythagoraszi és a harmonikus
hangrendszer is, csakhogy ezeknél az oktavokban valé ismétlédést csak erdszakoltan, dnkényesen tudtuk elérni, midén
a skala 8. fokaul a kezdGhang oktavjat tettiik, s ezt vettiik a kovetkezs oktév kezdShangjanak. Mindkét hangrendszer
ui. lényegileg a tiszta kvintek sorozatabol szarmazik. Ez a kvintsorozat valamely n frekvenciaju hangbol kiindulva ez
lesz:
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Koénnyen belathato, hogy ez végtelen sok kiilonb6z6 hangot ad, mert a kezdShang valamely oktavjara soha el nem
juthatunk. Ui. ha volna egy olyan tagja a sorozatnak, pl. a k-adik kvint, amely a kezd6hangnak pl. l-edik oktavja
lenne, akkor ez azt jelentené, hogy .

2l = (g) -n, azaz otk — 37’“,
ami nyilvan képtelenség, ha k és [ egész szamok.

A tiszta kvintek sorozatabol sohasem kaphatunk oktavokban ismétléds hangokat, vagyis zart hangrendszert. Hogy
egy hasonlattal éljiink, az oktav és a kvint ugyanolyan 0sszemérhetetlen intervallumok, mint amilyen 6sszemérhetetlen
id6kozok a naptari idémeérés alapegységei, az év és a nap. Emiatt kellett ismételten naptarreformokhoz folyamodni,
amelyek ezt az Osszemérhetetlenséget évszazadokra kiegyenlitették ugyan, véglegesen azonban sohasem sziintethetik
meg.

Azonban mar Pythagoras tudta, hogy 12 kvintlépés csak nagyon kevéssel magasabb hangot ad, mint 7 oktavlépés,
amit szamolassal rogton ellendrizhetiink:
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Ennek a két hangnak intervalluma,
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alig nagyobb a szintonikus kommanal, amirsl konnyen meggyézédhetiink, ha IT-t a jol kozelitd 74/73 torttel adjuk
meg. Ezt a II intervallumot Pythagoras—féle kommanak nevezziik.

Ez a felismerés volt az oka annak is, hogy a fiz hangolasi hangszereknél, mint amilyen az orgona és a zongora,
egy oktavon beliil 12 hangot vettek fel, amely szokas napjainkig megmaradt. A legrégibb ilyen hangszerek is a maihoz
hasonlé billentytizettel késziiltek. Johann van Eyck hollandi mesternek a XV. szazad legelején festett egyik képén,
amely Szent Cecilidt orgona el6tt iilve dbrazolja, mar vildgosan lathaté a billentytiknek a maival azonos elrendezése.
Termeészetesen ezek a hangszerek még a pythagoraszi rendszer szerint voltak hangolva, tehat a torzshangokat ado fehér
billentytk tiszta kvintekben. A kromatizalt hangokat ado fekete billentytiket gy hangoltak, hogy cisz azonos legyen
desz-szel, disz azonos esz-szel stb., amit ezen kiilonben a nem azonos hangok frekvencidinak kézepelésével oldottak
meg. A félhangnyi tavolsdgban levd torzshangok kézé nem keriilt fekete billentyt, az eiszt azonosnak vették f-vel, a
feszt e-vel, a hiszt c-vel, a ceszt h-val.

Az igy hangolt zongora még a polifénia korszakaban is hasznélhatonak bizonyult, a harmonikus zene szaméara
azonban mar nem volt alkalmas, mert akkordjai mind hamisan sz6ltak. Emiatt siirgetévé valt a hangoldsnak a harmo-
nikus zene igényeihez alkalmazott atalakitasa, a temperalas. Ennek gyakorlati keresztiilvitelére egyméas utan sziilettek



a tervek és javaslatok a zenészek és matematikusok részérdl. Valamennyit az az alapelv irdanyitotta, hogy az oktav és
a kvint tisztasadga megmaradjon, mert a fiil ezekkel szemben a legkényesebb.

Eleinte ugy probaltak a temperalast megvalésitani, hogy a nem zar6dé kvintkorbél el6éllé hibat egy helyre koncent-
raltak. Ezek az Gn. nem egyenletes temperalasok, amelyek koziil néhany igen sokaig hasznélatban volt. (Kirnberger,
Schlick.) Az igy hangolt zongoran tisztan lehetett jatszani c-durban és az ezzel kozelebbi rokon hangnemekben, tavolab-
bi hangnemekbe vezet6 modulacioknal azonban valahol sziikségszerten fel kellett 1épnie egy fiilsértGen hamis kvintnek,
az un. farkaskvint”-nek, amelyet azért neveztek igy, mert agy livoltott jaték kdzben, mint a farkas az erdében.

Ezek miatt mindinkabb megérlel§dott az a meggydzddés, hogy a nem egyenletes temperédlasnal sokkal jobb meg-
oldast kaphatunk, ha a kvintkor zarédasi hibajat mind a 12 kvintre egyenletesen osztjuk el. Igy feladjuk ugyan a
kvint tisztasdganak elvét, de az elhangolés egyetlen kvintnél igen kicsi lesz, a Pythagoras—féle komma 12-edrésze. Ezt
a megoldast a XVII. szdzad végén Werckmeister és Neidhart szorgalmaztak, s elgondolasukat a zenetorténet egyik
legnagyobb alakja, J. S. Bach is annyira magaéva tette, hogy tamogatasara komponalta azt a 12 preludiumbdl és
fugabol allo, ,Das wohltemperierte Klavier” cimd halhatatlan mivét, amellyel igazolni kivanta, hogy az igy hangolt
zongoran mind a 12 hangnemben azonosan kielégits tisztasaggal lehet jatszani. A zenészek eleinte ellenkezéssel fogad-
tak ezt a forradalmi Gjitast, lassanként azonban csatlakoztak az egyenletes temperélas hiveihez. Azéta a zongorakat
és orgonakat igy hangoljak.

Vizsgaljuk meg most ezt az egyenletes temperalast a matematika nézépontjabol.

Tudjuk, hogy a (1) kvintsorozatban (3/2)*? - n csak igen kevéssel magasabb hangot jelent, mint 27 - n. Ha tehat a
kvint frekvenciamérték 3/2 helyett egy ennél valamivel kisebb ¢ szamot vezetiink be, akkor elérhetjiik, hogy ¢'2-n = 2"n
legyen pontosan. Az ehhez sziikséges ¢ = 27/12 jrracionalis szam. Ezzel az 1j kvintsorozat (1) helyett a kévetkezs lesz:

n, 2712, (27/12)2n, (27/12)3n, e (27/12)kn

Ez olyan mértani sorozat, amelynek kvociense 27112 De k = 12-nél mar 27n-et, tehat a kezdShang 7-ik oktavjat
kapjuk, s innen kezdve sorban valamennyi eddigi hang 7 oktavval magasabban ismétlgdik. Elég tehat a sorozatot
k = 11-ig venniink:

n, 2712y 914/12, 921/12, 928/12,, 935/12,,  942/12,

249/12n 256/12n 263/12n 270/12n 277/12n (284/1271:27”).

Ezeket a hangokat azonban még egyetlen oktav keretébe kell leszallitanunk, n és 2n kozé, vagyis a 2 kitevgjét 0 és
1 k6zé, amit Ggy érhetiink el, hogy a tortkitevést, ha ez altort, vegyes szdmma alakitjuk, az egész—részt elhagyjuk, s
csak a valodi tortet tartjuk meg. Igy az el6bbi sorbdl a kovetkezs lesz:

n. 9712, 92/12, 99/12,, 9d/12,, 9l1/12,, 96/12,, 9l/12,
28/1271, 23/1271, 210/12n, 25/12n, (2n).

Latjuk, hogy a kitev6k mind kiilonbozdék, de mivel nevezéik egyenl6k, konnyen rendezheték novekvs sorrendbe, vagyis
a hangok a ndvekvs magassag sorrendjébe.
Igy ismét egy mértani sorozatot kapunk, amelynek kvociense 2112 — /2,

Ha n-et 1-nek vessziik, s ezt a hangot c-nek nevezziik, akkor a matematikai hangolas els§ oktavjaba es6 temperalt
kromatikus skila hangjait kapjuk a kdvetkez& tablazatos osszeallitasban:

A hang neve frekvenciaja A hang neve frekvenciaja
¢ 1 g 27/12 — 149831
cisz=desz  |2'/'2 = 1,05946 gisz—asz  |28/'2 = 22/3 = 1 58740
d 22/12 — 91/6 — 112246 a 29/12 — 93/4 — 1 68179
disz=esz  |2%/12 = 21/4 = 118921 || aisz=hé 210/12 — 95/6 — 1 78180
e=fesz 2412 — 91/3 — 1 25992| h=cesz 211/12 — 1 88775
eisz—=f 2°5/12 — 1 33484 hisz=c 212/12 — 9
fisz—gesz  |20/12 = 21/2 = 141421

A temperalt hangrendszer a skila hangkdzi viszonyait rendkiviili mértékben leegyszerisitette. Megsziintette a
diatonikus és kromatikus félhang kiilonb6z6ségét, minden félhang ugyanakkora lett. Nincs tobbé nagy és kis egészhang
sem, barmely egészhang pontosan azonos két félhangbol all. A periodikus ismétlédés is biztositva van, 12 félhanglépéssel
mindig eljutunk a kezd6hang oktavjara. Azzal pedig, hogy a modulalas lehet&ségeit szinte hatar nélkiil kiterjesztette, a
zene tovabbi fejlédésére rendkiviil serkentéleg hatott. Hatranya viszont az, hogy csakis az oktavok maradtak abszolut



tisztak, minden mas hangk6z bizonyos mértékben el van torzitva. Ezéltal hallasunkat kétségteleniil elrontotta. A
mai ember mér nem képes olyan finom magassagkiilonbségek érzékelésére, mint amelyre a régmult szazadok emberei
képesek voltak, s szinte értetleniil all egyes régi népek zenéjével szemben, ahol az oktav nem 12, hanem ennél tobb
hangra, tehat harmad- s6t negyedhangokra volt beosztva. A mai zongoristak nagy részének méar sejtelme sincs arrol,
hogy hangszerének tercei hamisak, pedig ez ardnylag kdnnyen észrevehetd, sokkal konnyebben, mint a kvintek hidnyos
tisztasaga.

Ezzel elérkeztiink utunk végcéljadhoz. Végignéztiik azt a sok nehézséget, amellyel a zenének meg kellett birkéznia
addig, mig mai csodalatos fejlettségéhez felemelkedett. Sok mindent lehetett volna még elmondani, ami az itt kozoltek-
kel szorosan Osszefiigg, de akkor ez a cikksorozat nagyon elhuzodott volna. Remélem, hogy ezzel a vazlatos és erésen
leegyszertsitett fejtegetéssel is sikeriilt mai hangrendszeriink kialakulasat legalabb lényegileg megértetnem, s a zenei
matematika nagyon elhanyagolt tudomanyanak hiveket szereznem.

Radvanyi Laszlo



