
A szputnyikok, lunyikok, Vosztok�¶rhajók és egyéb mesterséges égitestek a felszállás és az esetleges visszatérés

rövid szakaszát leszámítva a tömegpontokra vonatkozó me
hanikai törvények által megszabott egyszer¶ pályákon

mozognak a világ¶rben. Ez a tény másszóval azt jelenti, hogy ezen törvények ismeretében magunk is kiszámíthatjuk,

hogy milyen feltételek mellett oldható meg valamilyen ¶rhajózási feladat, és hogy mi lesz a további sorsa a pályára

helyezett új mesterséges égitestnek. Ha megoldunk egy�egy ilyen feladatot, jobban meg tudjuk ítélni az egyes ¶rhajózási

kísérletek nehézségi fokát (legalábbis a pályára juttatás szempontjából), és ellen®rizni tudjuk az újságokban megjelen®

pályaadatok helyességét is.

A mozgástörvények a Newton�féle általános tömegvonzás törvényéb®l vezethet®k le. Tételezzük fel el®ször, hogy

a mesterséges égitestre, melynek mozgását vizsgálni kívánjuk, 
sak egyetlen, nálánál természetesen sokkal nagyobb

tömeg¶ égitest vonzása hat. Ez az égitest legyen gömb alakú és homogén tömegeloszlású, hogy egész tömegét a

középpontjában egyesítve képzelhessük el. A kérdés, melyre választ keresünk, így hangzik: hol és mekkora sebességgel

kell a mesterséges égitestet útnak indítani, hogy egy bizonyos pályát írjon le; vagy fordítva, milyen pályát ír le egy

mesterséges égitest, ha a vonzó
entrumtól r távolságban adott irányban és v sebességgel indítjuk útnak. Noha eredetileg

a Napra mint vonzó
entrumra és a bolygókra mint körülötte kering® tömegpontokra mondták ki ®ket, a Kepler

törvények tulajdonképpen a mesterséges holdak mozgását is szabályozzák.

Kepler I. törvénye megadja, hogy kúpszelet pályák jönnek létre, melyek egyik gyújtópontjában a vonzó
entrum van.

E törvény értelmében tehát a kúpszeletekre érvényes geometriai összefüggések alkalmazhatók a mesterséges égitestek

pályáira is. Ha például egy a Föld körül kering® testnél ismerjük a földfelszín feletti legkisebb (hp) és legnagyobb (ha)

magasságot, az ellipszispálya fél nagytengelye (a) és ex
entri
itása

(

e =
c

a

)

kiszámítható:

rp = a(1− e) ra = a(1 + e),

ahol
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+ hp ra = R
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+ ha R
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= 6370 km,

végül a fél kistengely: b =
√

1− e2

A tengelyek hossza segítségével megrajzolhatjuk ugyan a pályaellipszist, de nem tudjuk még, hogy a pálya síkja

hogyan helyezkedik el a Föld körül, és hogyan mozog rajta a mesterséges hold. Ez utóbbi kérdés általánosabban úgy

fogalmazható meg, hogy a vonzó
entrumtól r távolságban milyen v sebességgel mozogjon a test a megadott pályán;

vagy fordítva, adott r-hez és v-hez milyen pálya tartozik?

Kepler 2. törvénye tulajdonképpen tartalmazza a választ, de egy a tömegvonzás törvényéb®l levezethet® képlet, az

ún. energiaintegrál segítségével sokkal egyszer¶bben számolhatunk. Az egzakt levezetés helyett kíséreljük meg ezt a

törvényt a következ® gondolatmenet alapján elfogadni. Az energiamegmaradás értelmében egy test mozgási és helyzeti

energiájának összege állandó. (A helyzeti energiára vonatkozólag 1. a KML XXV. 5. � 1962/5 � számban megjelent

�Er®terek szemléletes ábrázolása� 
. 
ikket.) Tehát egységnyi tömeg¶, v sebesség¶ testnél azM tömeg¶ vonzó
entrumtól

r távolságban
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vagy a sugarú körpályára
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Eszerint a test összenergiája a sugarú körpálya esetén
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Igazolható, hogy azonos tengely¶ pályákra az összenergia azonos, így a nagytengely¶ tetsz®leges pályán mozgó testre:
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Ez az összefüggés, az energiaintegrál, igen nagy jelent®ség¶ az ¶rhajózási feladatok megoldásánál. Az olyan kérdések,

hogy hogyan lehet r-b®l és a-ból v-t, illetve r-b®l és v-b®l a-t meghatározni, az energiaintegrállal közvetlenül megvá-

laszolhatók, s®t, mint látjuk, elegend® a fél nagytengely ismerete (az ex
entri
itás nélkül), és a sebesség nagyságát,

mint a vonzó
entrumtól mért távolság függvényét ki tudjuk számítani. Már a levezetésb®l láttuk, hogy a körmozgás

sebessége (az els® kozmikus sebesség)

v
kör

=

√

GM

a
.
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Ahhoz, hogy egy bizonyos r távolságban már ne a vonzó
entrum körül záruló ellipszis, hanem nyílt parabolapálya

jöjjön létre, vagyis a = ∞,

1

a
= 0 legyen, nyilván

v
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kezd®sebesség szükséges (második kozmikus vagy szökési sebesség). Nagyobb magasságban nyilván már kisebb sebesség

elegend® a keringéshez és a szökéshez is. Ha adott r mellett a kezd®sebességet tovább növeljük, az energiaintegrál

értelmében a < 0, és a pálya hiperbola lesz. Az is látszik, hogy ezeken a pályákon távolodva a test sebessége nem

nullára, hanem egy

v∞ =

√

GM

|a|
maradéksebességre 
sökken le, így hiperbolapályán mozgó testnél az energiaintegrál szerint

v2 = v2par + v2
∞
.

Az energiaintegrálból tehát a pálya bármely pontjára kiszámíthatjuk a szabadon repül® test sebességének nagysá-

gát, ehhez 
supán a nagytengely hosszát kell ismerni. Ez utóbbit viszont egy új mesterséges égitest pályára állítása

után rendszerint az újságokban közölt adatokból is kiszámíthatjuk: ellipszispályánál vagy a hp és ha mennyiségekb®l

a már említett módon, vagy a T keringési id®b®l közvetlenül Kepler 3. törvényével:

a =
3

√

GM

4π2
T 2.

(Körpálya esetében ezt a formulát megkapjuk, ha a bolygó tömegének és gyorsulásának szorzatát egyenl®vé tesszük

a gravitá
iós er®vel.) Ebben a képletben is M a vonzó
entrum tömege, mely tehát a és T közvetlen mérése útján

meghatározható. Parabola- vagy hiperbola-pályán mozgó ¶rrakétánál pedig a-t az energiaintegrállal kapjuk meg, ha

akár a pálya egyetlen pontjában ismerjük a rakéta sebességének nagyságát.

Mindez természetesen nem elegend® ahhoz, hogy a térben, a 
sillagokhoz képest elhelyezzük a pályát, például

eldöntsük, hogy a pálya síkja milyen szöget zár be az egyenlít®vel. A fenti képletekkel ugyan
sak nem számítható ki,

hogy mekkora annak a hiperbolapályának az ex
entri
itása, melyen az ¶rrakéta mozog. Ezen problémák megoldásakor

a rakéta sebességének nem
sak a nagyságát, hanem az irányát is ismerni kell. Számos érdekes kérdésre azonban, mint

láttuk, enélkül is választ kaphatunk, s hogy eredményeink mennyire helytállóak, az újságokban kés®bb közölt valódi

pályaadatokkal ellen®rizhetjük.

Maradt természetesen egy alapvet® feltevés, melynek jogossága 
sak bizonyos határok között fogadható el. Feltettük

ugyanis, hogy 
sak egy test, pontosabban egy tömegpont vonzása hat a mesterséges égitestre, noha tudjuk, hogy a

valóságban nem ez a helyzet: a Földhöz közel kering® égitesteknél a Föld lapultsága, a távolabbra repül®knél más

égitestek (pl. Hold) vonzásamár nem elhanyagolható tényez®. Felléphetnek továbbá nem gravitá
iós jelleg¶ er®k is, mint

például a földi légkör közegellenállása. Ezek a tényez®k általában néhány nap után már nagyobb mértékben módosítják

a kezdeti pályát, s ha a test egy másik égitest közelébe kerül (pl. holdrakéta), pályája teljesen meg is változhat.

Általában eredményesen alkalmazható azonban egy közelít® eljárás, mely a Földr®l egy másik égitest közelébe tartó

rakéta pályáját szakaszokra bontja, s egy�egy szakaszon belül 
sak egyetlen égitest vonzását veszi �gyelembe, tehát úgy

számol, ahogy az eddigiekben tettük. Úgy tekintjük tehát, hogy egy a Hold felé induló rakéta pályáját például indulástól

a Hold 66 000 km sugarú környezetéig 
sak a Föld, az említett körzeten belül viszont 
sak a Hold vonzása alakítja

ki. A Földt®l 930 000 km távolságot elérve már 
sak a Nap vonzerejével számolunk. Anélkül, hogy ezen egyszer¶, és

közelít® számításokra kiválóan alkalmas módszert részletesen ismertetnénk, megállapíthatjuk, hogy kezdeti, látszólag

spe
iális feltételeink a mesterséges égitestek életének legnagyobb részében teljesülnek, tehát a megadott egyszer¶

képletekkel hozzávet®legesen 
saknem minden asztronautikai pályaproblémát megoldhatunk. Úgy vélem, hogy aki egy�

egy ¶rhajózási terv nyilvánosságra hozatala vagy megvalósítása idején maga is ilyen számítgatásokat végez, közelebb

jut ahhoz, hogy értékelni tudja korszakunk e kiemelked® tudományos eseményeinek jelent®ségét.

Gyakorló feladatok:

2. a rakéták jelgyorsítási szakasza végtelen rövid, közben gravitá
iós veszteségek nin
senek;

3. a mozgás kezdett®l fogva közegellenállás nélküli térben történik. (További feladatokat a �Kit¶zött feladatok�

között fogunk találni mostani számunkban és a kés®bbi számokban.)Általános feltevések: 1. A Föld körpályán, 29,77
km/se
 sebességgel kering a Nap körül;

2. a rakéták jelgyorsítási szakasza végtelen rövid, közben gravitá
iós veszteségek nin
senek;

3. a mozgás kezdett®l fogva közegellenállás nélküli térben történik. (További feladatokat a �Kit¶zött feladatok� között

fogunk találni mostani számunkban és a kés®bbi számokban.)

1. Számítsuk ki egy ellipszispályán mozgó mesterséges hold sebességét a földközelpontban és a földtávolpontban!

Milyen távolságban és pályája mely pontjában lesz a hold sebessége éppen e két sebesség mértani közepe?
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2. Tudjuk, hogy 1000 km-re a földfelszínt®l, hozzánk képest 4,00 km/se
 sebességgel ismeretlen irányban mozog egy

mesterséges égitest. Ha motorjait nem kap
solja be újra, mekkora az a legnagyobb távolság, ameddig eltávolodhat a

földfelszínt®l? Ha keringést végez a Föld körül, mekkora a keringési id®? Mi lehet az égitest további sorsa?

A feladatok megoldása

1. vp = v
kör

√

1 + e

1− e
; va = v

kör

√

1− e

1 + e
; a Föld középpontjától a távolságban, vagyis a kistengely végpontjaiban.

(Az rp és ra-t helyettesítjük az energiaintegrál képletébe. A két sebesség mértani közepe v
kör

, mely az a távolsághoz

tartozik.)

2. 1990 km; 45 per
; keringés nem jöhet létre, az égitest visszazuhan a földre.

(A legnagyobb magasságot akkor éri el, ha radiálisan távolodik, ekkor ra = 2a. A megadott két adatból az energia-

integrállal a kiszámítható, ebb®l Kepler 3. törvényével a keringési id®.)

Dr. Almár Iván
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