Hajitasi feladatok megoldasa szerkesztéssel

A ferde hajitési feladatok megoldaséra jol hasznalhatok a szerkesztési eljarasok. A ferde hajitast meghatarozza c
kezdGsebessége és e sebesség a szoge. t méasodperckor az elhajitott targy vizszintes koordinataja c- cos a - t, fiiggéleges

koordinétaja c-sin a-t— g-tQ, az emelkedés ideje t,,, = csin«/g, az emelkedés magassaga az elinditéasi pont magassagahoz
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viszonyitva ., = ¢*-sin® a/2g, és a tetGzési pont vizszintes koordinataja x,, = ¢*-sin a cos o/g. Vizszintes sikon mérve

a hajitas tavolsaga ennek kétszerese (1 abra).

1. dbra
A ferde hajitas képleteiben allanddan el6fordul a
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mennyiség, amely a c kezdGsebességgel fiiggslegesen felfelé hajitott targy emelkedési magassiga. Ennek felhasznélasaval
a ferde hajitasra vonatkozé képleteink:

Y, = h - sin® a, X, =2h-sinacosa.
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2. dbra

A szerkesztési eljaras ezek utan a kovetkezs. Az adott ¢ kezdGsebességhdl (1) szering kiszamitjuk a hajitasra jellemzo
h mennyiséget. Ezt az elhajitas pontjaban fiiggslegesen felmeérjiik (2. abra): h = OH. Azutan felrajzoljuk az elhajitas
a szdgét és O-bol mint kézéppontbol h radiusszal megrajzoljuk a HC korivet: OC = OH = h. Igy DC = hsina. A
C'D magassagot vizszintesen atvetitjiikk az O pontban emelt mer6legesre, ekkor kapjuk az OF = hsin a magassagot,
majd OF radiusszal ismét korivet rajzolunk O kozéppont korill. Ez az iv az «a sz0g szardt G-ben metszi: OF = OG.
Az IG magassag IG = OG -sina = h - sin® o, megadja a parabola y,, tetGpontmagassagat, tehat a hajitasi parabola
csucsa valahol a G-ponton dtmend vizszintes egyenesen fekszik. A parabola tengelyének helyét megkapjuk, ha az
Ol = OG - cosa tavolsag kétszeresét mérjiik fel: OK = 2 - OI. A hajitasi parabola tengelye a K-ponton atmend
fiiggsleges egyenes, ennek metszéspontja a G-ponton atmend vizszintessel adja meg A-ban a parabola csicsét.



3. dbra

Kovetkezik a fokuszpont megkeresése. Az « sz6g O-pontbol kiindulo ferde szara a parabola érintGje, és ez a tengellyel
parhuzamos OH egyenessel @ szoget zar be. Ha ugyanezt a ¢ szoget az OC egyenes masik oldalan is felmérjiik, olyan
egyenest, vezérsugarat kapunk, amely atmegy a fokuszon, metszéspontja az AK tengellyel a parabola F' fokusza. (3.
abra). Tovabbi érdekességek is kovetkeznek. L pont megfelezi az OF tavolsagot, mert I felezi OK-t. Valtoszogekrsl
lévén sz6, OGL<1 = HOG< = ¢, de GOL< is ¢-vel egyenld szerkesztésiink folytan, ezért O LG haromszog egyenl@szara,
és GL = OL. Igy L kozépponttal megrajzolhato az OGF felkor és az OGF< derékszog. Az OCE haromszog és
OFG haromszog egybevagd, mert mindegyik derékszogl, mindegyikben megtalalhato a ¢ szog és OF = OG. Az
egybevagosagbol igen nevezetes dolgok kdvetkeznek. ElGszor is OF = OH = h. Tehat a fokusznak a kilovési ponttol
mért tavolsaga megegyezik a h fliggbleges hajitasi magassaggal. Minthogy ez az allitas fiiggetlen az o sz0g nagysagatol,
bebizonyitottuk, hogy az egyez6 sebességgel, de kiilonboz6 szogekkel létrejové parabolapélydk fokuszainak mértani
helye egy kor, melynek kozéppontja O és radiusza h (a 3. dbra pontozott kore). Ezt a tételt egyébként analitikai
geometriai modszerrel szokas bebizonyitani. A tovabbi kdvetkezmény, hogy a H B egyenes valamennyi hajitasi parabola
kozos vezérvonala, mert O pontnak, mint a parabola egy pontjanak egyenls tavolsagban kell lennie a fokusztol és a
vezérvonaltol. A parabola cstcspontjat megkapjuk, ha a fokusz és vezérvonal fiiggéleges tavolsagat (F'B) megfelezziik
(A). Ezt kell tenniink minden « szog esetében. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy a cstcspontok mértani helye olyan
ellipszis, amelynek teljes kistengelye OH = h és tengelyardnya 1 : 2. Szintén olyan eredmény, amelyet egyébként
analitikai geometriai modszerrel szoktak bebizonyitani.

4. dbra

Két példan vizsgaljuk meg, miképpen hasznalhato6 ilyen szerkesztéses modszer a feladatmegoldasban. Egyik felada-
tunk gy szol, hogy adott O pontbol adott « szg alatt elinditva kell eltalalni P pontot, és keresend§ az ehhez sziikséges
inditasi sebesség (4. abra). Kossiik 0ssze O és P pontot, azutan e tavolsag S felezSpontjaban rajzoljunk fliggéleges
egyenest. Ennek az « szog szaraval adott T metszéspontja adja meg a P-n atmend parabolaérinté egy pontjat is. A
HOT< = ¢ szoget és VPT'1 = 1 szoget az érint6k masik oldalara felmérve megkapjuk F' fokuszpontot. O-ban és
P-ben a fiiggtleges segédegyenesekre ramérve az OH, illetve PV tavolsagot, megkapjuk a HV vezérvonalat, azutan
BF felez6pontjaban az A csticspontot. Az OH = h tavolsagbol (1) alapjan kiszamithatjuk a ¢ inditasi sebességet.



5. dbra

Masik példank gy szol, hogy O pontbol adott ¢ kezdGsebességgel inditott ferde hajitassal el kell talalni az adott
@ pontot (5. abra). Elgszor O-ban fiiggtlegesen felmérjiik az adott c-hez (1)-alapjan hozzatartozo h = OH tavolsagot.
O-bol mint kézéppontbol OH radiusszal, Q-bol mint kézéppontbol QY radiusszal egy—egy kort rajzolunk. Ezek Fi,
illetve F> metszéspontjai a megoldést jelentd parabolak fékuszai, mert a parabola alaptulajdonsagabol kovetkezik,
hogy OH = OI7, illetve QY = QF5. Az Fy fo6kusztol a vezérvonalig terjeds tavolsag felében van az A; csicspont. A
feladatnak két megoldasa van; a masik parabola Fy fokuszabol ugyantgy lehet megkapni As cstcspontjat. Az elhajitas
irdanyait a HOF; illetve HOF, szogek szogfelez6i hatarozzak meg. @ pont altalaban két hajitasi palyan talalhato el
ugyanazon kezd&sebesség mellett, egy magasabb és egy laposabb roppalyan. Ha a szerkesztéshez sziikséges korok nem
metszik egymast, az adott ¢ sebességgel nem lehet Q-t eltaldlni. Ha OQ = OH + QY, akkor csak egy parabola a
megoldas, és @ a hajitasi parabolak burkolégdrbéjén fekszik. Ezen ) pontok mértani helye olyan parabola, melynek
fokusza O, paramétere 20 H , csticsa H-ban van. Igy szamitas nélkiil, szerkesztéssel bizonyithato be a hajitasi parabolak
burkologorbéjének tulajdonsiga (lasd KML XXI. kétet 225. oldal). A ferde hajitasi feladatok egyéb eseteiben is jo
attekintést nyujthat a szerkesztéses eljaras, példaul az 1960. évi allami tanulményi verseny masodik fordul6janak 3.
feladatat Bollobas Béla és Horvath Sandor szerkesztéssel oldottak meg.
Vermes Miklos



