I. Az egyensuily feltétele

Szabadon mozgb test csak akkor lehet egyensilyban, ha a ra hato erk eredGje zérus. PL., ha a testre két egyenld
nagyséagu ellentétes irdnyu er6 hat, és az er6k hatasvonalai is egy egyenesbe esnek.

Mas a helyzet, ha a test nem teljesen szabad, hanem csupan tengely koriil végezhet forgd mozgast. Tapasztalatbol
is tudjuk, de kisérletileg is igazolhato, hogy ekkor a test olyan esetben is nyugalomban maradhat, ha mi egyidejtleg
olyan erdket fejtiink ki, melyek eredGje nem zérus (az erék hatasvonalai nem esnek egy egyenesbe). Ha a test csupan
tengely koriil végezhet forgo mozgast (tengellyel rogzitett merev test), akkor a test egyenstlyéhoz elegendd az, ha a
testre kifejtett erék eredgjének hatasvonala atmegy a tengelyen (a tengelyponton).

1. dbra

Ez esetben ugyanis a tengely altal a testre kifejtett reakcioers egyensilyozza a testre kifejtett erck ereddjet. (Feltéve
természetesen, hogy a tengely ill. a csapagyazés elég szilard ehhez.) Szerkessziik meg a merev testre A ill. B pontban
tamado Pp ill. P, erdk ereddjét. (Az erdk tamadaspontjait hatasvonaluk mentén a kozos C' pontba tolhatjuk el, az
erGkkel szerkesztett paralelogramma atloja adja az eredét. Ha a Py ill. Py irdnya az ereddvel « ill. 3 szoget zar be,
akkor a sinus tétel szerint

Py sinf
P,  sina’

Ha az eredd atmegy az O-val jelolt tengelyponton, akkor az « ill. 8 szogek sinusait mésképp is kifejezhetjiik.
Az O pontbol bocsassunk merdlegeseket a Pp ill. P, hatasvonalara. Legyenek ezek ki és ko. A keletkezs derékszogi
haromszogekbdl
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Ezt beirva az el6z6 Gsszefiiggés jobb oldalaba, a

Pl . kQ
Pk
Osszefiiggést kapjuk. Ezt szorzat alakjaban irva
P1 kl = PQkQ.

Csak ha ez a feltétel teljesiil, akkor megy at a Py és Py erdk ereddjének hatdsvonala az O tengelyponton. Ez esetben a
tengellyel rogzitett merev test a Pj ill. P» er6k hatasédra nyugalomban marad.
A Piky ill. Pyko szorzatot a Py ill. P, erének az O-n dtmend tengelyre vonatkozo forgatonyomatékanak nevezziik.
A forgatonyomatékot egy betiivel (pl. F) jelolhetjiik, ekkor az egyensuly feltétele igy irhato:

F =F.

Tengellyel rogzitett merev test két erd hatdsdra akkor van egyensilyban, ha az eréknek a tengelyre vonatkozo forga-
tonyomatékai ellentetten egyenldk.

Még egyszer hangstlyozzuk, hogy egyenstly esetén a merev testre hato erck eredGjét a tengely (a tengely altal
kifejtett reakciders) egyensulyozza ki. A tengelyt tehét tetemes erd terheli. Kivéve azt az esetet, mikor a testre hato
erék eredGje éppen zérus (pl. erépar).

A tengellyel rogzitett merev testre hatd erd a testet a tengely koriil jobbra vagy balra forgatja. Az erd forgato
nyomatékat ettdl fiiggben — megallapodas szerint — pozitiv vagy negativ elGjellel lathatjuk el. (Ha a jobbra forgato erd
forgatonyomatékat pozitivnak vessziik, akkor a balra forgato erg forgatonyomatéka negativ vagy forditva.) Ez esetben
az egyensuly feltételét agy is kifejezhetjiik, hogy a tengellyel rogzitett merev test akkor van egyenstlyban, ha a ra
hat6 erk forgatoé nyomatékainak algebrai (el6jellel vett) Gsszege zérus. Ez nemcsak két, hanem tetsz6leges szamu erd
esetére is altalanosithato.



Ha a merev test csak tengely koriil végezhet forgd mozgast, akkor az egyensuly feltétele
B+ B+ 54+ ...+ F, =0,

ahol Fy, F» ... a testre hato erck elGjellel vett forgatd nyomatékat jelentik.
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2. dbra

1. Egy korong kbézéppontjan atmend tengely koriil foroghat. A korongra 1 cm, 2 cm, 3 cm sugart koroket rajzoltunk.
A korok keriileti pontjaiban (érinté iranya) P; = 3 kp, P, = 4,5 kp, P3 = 4 kp er6 hat. Egyensilyban van-e a korong?
(2. abra.)

A Pj er6 forgatonyomatéka F; = —3 kp-1cm = — 3 kpcm,
P27) 9 F2:—4,5kp'26m:—9kpcm,
P3 99 IR FBZ 4 kp3cm: 12kpCII1

Fi+F,+F;=-3kpcm—9kpcm+ 12 kpcm = 0.

A korong egyensilyban van. Szerkesztéssel mutassuk ki, hogy az erék eredGje atmegy a tengelyen!

2. Hatarozzuk meg az tn. differencidlcsiga esetében az egyenstly feltételeit. (A differencialcsiga egybeépitett kisebb
és nagyobb korongbol all. A mozgocsiga tengelyére akasztott testet a kettGs korongon atvezetett kotél ill. lanc segit-
ségével emeljiik ill. egyensilyozzuk. Hogy a kettGs csigdn a lanc meg ne cstiszhasson, a kett6s csiga mély vajataiban
még fogazasszerd kiemelkedések is vannak.)

3. dbra

A kettds korongra harom erd fejt ki forgatonyomatékot:

P forgatéonyomatéka Fy = PR,

Q _Q
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Egyensuly van, ha
F1+F2+F3=PR+%T= %RZO.
Ebbdl a teher egyensulyozasédhoz sziikséges P er6 meghatarozhato:
Q R-r
P=—". .
2 R

IT. Tengely koriil forgé merev test energiaja (forgasi energia)

A merev test forgési energidja egyes tomegpontjainak mozgasi energiajabol szarmazik ill. tevédik Gssze.
Minthogy az energia skalaris mennyiség, a forgod test energidjat a tomegpontok mozgési energidinak egyszerd
Osszeadéasaval kapjuk.



A forgo test egyes tOmegpontjai altalaban kiilonb6z6 sebességgel mozognak. Ha az m; tomegpont sebessége vy, az
ma-€ vy, és igy tovabb, akkor az egyes tomegpontok mozgasi energidja
mlvf . ’ITLQ’U% . m3’U§
2 2 2 Y

a forgo test energidja igy
1
E= E(mlvf + mavs + mgvs +...).

A tdmegpontok sebességét kifejezhetjiik a forgas szogsebességének segitségével is, ami mar a forgomozgasra jellemzs
allandé. Ha az m; tomegpont a tengelytél r1, az ms a tengelytél ro sth. tavolsagra van, akkor

V1 =rw, Vg = oW, Vg =T3wW, ...,

és igy az energia

1
E= §(m1r%w2 + maraw? + marsw® 4 ...)

1
= ng(mlr% + mary +mars +...).

A zaréjelben szerepls kifejezést egy bettivel (I) jelolve

1
E = 51&;2.

Az I =myr}+maors +mari +...

szorzatOsszeget — a késGbbiekben kifejtjlik, hogy miért — a forgd test tehetetlenségi nyomatékdanak nevezzik.

III. A forgé testre hatd erd munkaja és a forgasi energia Gsszefiiggése. A forgomozgas dinamikai alap-
egyenlete

Az energia-megmaradas tétele szerint a forgd test energidja is csak munkavégzés aran novelhetd.
Hasson az O ponton atmend tengely koriil forgo testre igen kis At ideig P erd. (Az eré hatasvonalanak a O-t6l
valo tavolsaga legyen k.)

4. dbra

Ha ekdzben a test a tengely koriil igen kis A« szoggel elfordul, akkor az erd irdnyaban As = kA« elmozdulas jon
létre.
Az er6 tehat
AL = PAs = PkAa = F A«

munkat végez. [Az erd tdmadaspontjanak az erd irdnyaba es6 elmozdulasat rogton latjuk, ha a tdmadaspontot az erd
hatasvonalanak a O-hoz legk6zelebb es6 A pontjaba toljuk el.]

E munkavégzés aran a forgasi energia kevéssel (AE-vel) novekszik. Minthogy a forgasi energia kifejezésében szerepl6
I tényezd az elfordulas kozben nyilvan nem valtozik, az energia csak ugy valtozhat, hogy a forgd test szogsebessége
(w) valtozik. Legyen a szogsebesség megnovekedés Aw. Minthogy feltevésiink szerint az egész jelenség igen rovid (At)
ideig tart, a Aw is igen kicsi hanyadrésze az w-nak. A megnovekedett forgasi energia:

1
E, = gl(w + Aw)?.
Az energia megnovekedése pedig
1 s 1,
AE=FE, —FE= §I(w+Aw) —EIw =

= %I[QwAw + (Aw)z].



De ha Aw az w-hoz képest igen kicsi, akkor (Aw)® még az wAw-hoz képest is elhanyagolhatéan kicsi. [Pl. ha Aw
ezredrésze az w-nak, akkor (Aw)® mar a milliomodrésze.|
Igy
AE ~ %I2wAw = lwAw.

Az energiatétel szerint a forgési energia megnovekedése egyenls a végzett munkaval:
AFE = F Ac.

Kiszamithatjuk az energianak idSegységre es6 megvaltozasat is:

IwAw  FAa
At At
vagy
Aw Aa
Tw— = F—.
YAt At

) éppen a szogsebesség, — pedig a szdgsebesség idSegységre es6 megvaltozasa, vagyis a szoggyorsulas. Jeloljiik

a szoggyorsulast -val, akkor
IwB = Fuw,

igy

F
Ig=F, vagy (= T

Ez a két kifejezés pontosan ugyanolyan szerkezetd, mint a haladé mozgasra megallapitott

ma=P ill. a=—
m
Osszefiiggés. Ezen Osszefiiggések dinamikai tartalma az, hogy gyorsulast csak erd hoz létre (ha P = 0, ma = 0 azaz
a = 0). Allando eré ugyanazon testen allando gyorsulast hoz létre. A létrehozott gyorsulas aranyos az erével. Adott
gyorsulés létrehozasadhoz annal nagyobb erére van sziikség, minél nagyobb a test tomege. Ez az aranyossag azt fejezi
ki, hogy haladé mozgas viszonylataban a tomeg a tehetetlenség mértéke.
Forgomozgasra kapott egyenleteink viszont azt mondjak, hogy szoggyorsulast csak forgatonyomaték hoz létre.
Ha a forgatonyomaték zérus, a szogsebesség allando. A szoggyorsulds ardnyos a forgatonyomatékkal. Meghatarozott
szoggyorsulés létrehozasdhoz annal nagyobb forgatéonyomaték sziikséges, minél nagyobb az adott test esetében az

2 2 2
I =mari +mars + ... +mpr;,

szorzatOsszeg. Forgas esetében a tehetetlenség mértéke nem egyszertien a tomeg, hanem az I tehetetlenségi nyomaték.
Ezt érzékelteti a tehetetlenség nyomaték elnevezés.

A munka és a forgasi energia Osszefiiggése gyakorlati szempontbdl is nagy jelentSségi. Megfelel tomegeloszlassal
nagymeértékben megnovelhets a tehetetlenségi nyomaték, azért munkavégzés aran forgod testben nagy forgasi energiat
lehet kis helyen felhalmozni. Az igy felhalmozott forgasi energia azutdn munkavégzésre felhasznélhat6. Erre szolgal
motorokndl a lendkerék, melynek a dugattyi munkaiiteme alatt felhalmozott forgasi energidja szolgaltatja a gazkeverék
komprimalasahoz sziikséges munkat.

Erdekes példa a lendkerekes jatékauté. El6zéleg nagy fordulatszamra felgyorsitott lendkerék forgéasi energiajaval
hajtott autébuszoknak koziti forgalomba allitasara is torténtek mar probalkozasok.
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