Ismeretes, hogy a folyadék felszine rugalmas hartyadhoz hasonléan viselkedik, és lehet&ség szerint minél kisebb
feliiletre huzodik 6ssze. Ha drotbol mint élekbdél mértani testek mintéit készitjiik el, és ezeket szappanoldatba martjuk,
akkor a drotvaz kiemelése utan érdekes alakzatokat figyelhetiink meg. Példaul a négy szabalyos haromszogbdl allo
tetraéder esetében a szappanhartya nem a négy oldallapot boritja be, hanem hat egyenls szart haromszoget alkot,
amelyek alapja a tetraéder 1-1 éle, és amelyek a tetraéder stlypontjaban talalkoznak (1. abra).

1. dbra

Ha a tetraéder alapéle a, akkor egy lapjanak teriilete a®v/3/4, négy lapbol 4ll6 teljes felszine pedig a?v/3 = 1,732a>.
A tetraéder térbeli magassaga am, és a sulypont ennek negyedében van, ezért P talalkozasi pont magassaga az
alaplap felett PO = a\/2/3 : 4 = a/V24. Az ACP egyenl6 szart haromszog magassaga DP = \/OP2? + OD?;
mivel OD az alaplap magassaganak harmada, OD = aV/3/6, ezért DP = a/V/8, és 1 egyenl szart haromszog
teriilete a2v/2/8. Tehat a 6 egyenls szart haromszdgbol 4ll6 szappanhartya teljes felszine 3/4v/2 - a? = 1,061a2, ami
valoban kisebb, mint a tetraéder felszine, amely a®V/3. Ilyen kérdésekkel valo foglalkozast tiizott ki Lapunk egyik
pélyézataban, melynek eredménye ebben a szamban olvashaté. Lassunk néhany érdekes esetet a szappanhartyaboél
képz6dd minimalfeliiletek korébdl.

2. dbra

Foglalkozzunk a szabalyos haromszog alapt egyenes gulaval (2. &dbra), melynek alapéle a, és térbeli magasséga
0OZ = M. E gulak specialis esete a tetraéder, amikor M = a\/%. Most a szappanhartya 3 darab, ferde sikban
elhelyezkeds egyenld szara haromszoget (ACP, CBP, BAP) és 3 fiiggsleges sika altalanos haromszoget (PCZ, PBZ,
PAZ) alkot, amelyek P pontban talalkoznak. Fiiggetlen valtozéonak P pont OP = x magassigat valasztjuk, és azt
vizsgaljuk, adott gulaban miként valtozik a szappanhéartya teljes felszine, mint = fiiggvénye.

Elgszor vizsgaljuk egy fliggsleges és egy ferde sikii haromszog teriiletének Gsszegét, vagyis példaul PCZ + ACP
teriiletet. A fiiggsleges haromszog teriilete két haromszog teriiletének kiilonbségeként allithato elé: PCZ = OCZ —
OCP = OC - M/2 — OC - /2, mert mindegyik haromsz6g magassaga OC = aV/3/3, és az egyiknek M, a masiknak

av3

2
x az alapja. Hozzdadjuk ACP héaromszog teriiletét, amely g N <T> , szorzunk 3-mal, és megkaptuk a

szappanhéartya teljes felszinét:
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Kérdés, adott a és M méretekkel bir6 gula esetében x mely értéke mellett lesz ez a felszin a lehets legkisebb?
Miel6tt a minimum kereséséhez hozzafognank, nézziik meg az (1) alatti fliggvényt, és vegyiik észre, hogy a gula
M magassaga és P pont z magassiga kiilon tagokban fordul el§. Ez azt jelenti, hogy = azon értéke, amely mellett F'



felszin a legkisebb, nem fligg a gula magassagatol. Ez mértanilag is konnyen belathato. Az (1) képletben az els6 két
tag az ACP és OC P haromszogek kiilonbsége, és ez csak P pont x magassagatol fiigg, nem pedig az egész giala M
magassagatol. EttSl csak a harmadik tagban szereplé haromszog teriilete fiigg, amely viszont x-t6l fliggetlen. Tehét
akarmilyen magas a gila, a szappanhartya als6 3 haromszoge ugyanazon magassagban levé P pontban talalkozik. Ezt
tobb palyéazo észre is vette (Vincze Imre, Szaszovszky Géza és Torok Adam).

Ezutan keressiikk z azon értékét, amely mellett az (1) szerinti hartyafelszin a legkisebb. Tobbféleképp kereshetjiik.
A differencidlszamitas konnyt, automatikus eljarast ad meg a szélsGérték megkeresésére. Ha elemi eljarast kivanunk
hasznalni, megfelel6 mesterkedésekkel ugyancsak megtalalhatjuk az (1) fiiggvény széls6 értékét (lasd Hodi Endre:
Szélsgérték-feladatok elemi megoldasa cimid kényvben a 147. oldalon). Azonban most a legegyszertibb a kovetkezs ut.
A gulék sorozataba beletartozik a tetraéder is, amelyrdl mar tudjuk, hogy a felszin minimuma = = a/ V/24-nél kdvetkezik
be. Minthogy a minimum feltétele nem fiigg M magassagtol, ez az érték mindegyik gulara érvényes, a harom also,
egyenld szart haromszog ugyanolyan marad, akirmilyen magas a guala. (Kivétel, ha M kisebb, mint a/ \/ﬂ, ekkor a
szappanhéartya a 3 fels§ oldallapot vonja be; példaul Szaszovszky és Torok figyelték meg est.)

Azt hihetnénk, most mar gépies eljards van birtokunkban, amellyel minden drétkeret-vaz esetében meg tudjuk
allapitani, milyen hértyafelszin alakul ki; tudniillik a legkisebb felszind. Pedig a fejtorés csak most kezdsdik! Mi
tudjuk, hogy a legkisebb felszinnek kell megvalésulnia, de hogyan csindlja ezt a szappanlé? Matematikust tart, aki
elére kiszamitja, melyik felszinalakzat a legkisebb teriiletd, és a 1é azutan megvalositja ezt? Biztosan nem igy torténik,
hanem a drétkeret kiemelése kozben a feliileti fesziiltségb6l szarmazo erdk irdanyitjak a felszin alakulasat, és végiil ennek
az eredményét észleljiik. De biztos az, hogy ily modon ugyanaz az alakzat jon létre, amelynél a felszin minimalis? A
tetraéder példajan tisztazzuk ezt a kérdést.

3. dbra

A feliileti fesziiltségbdl szarmazo erd a keriiletre merdlegesen, a feliilet sikjaban befelé hiz. Ebbdl kovetkezik, hogy
ha egy élben 3 sik hartyafeliilet talalkozik, ezek feltétleniil 120°-os lapszoget alkotnak (3. abra). Csak igy johet létre a
harom, feliiletekben huzo erék egyenstlya. A 120°-os lapszog kovetelménye fliggetlen a feliiletek alakjatol, nagysagatol,
mert a feliileti fesziiltség is fiiggetlen ezektsl. Eszerint egy 1j alaptételiink van: harom hartyafeliilet lapszogének 120°
— 120° nagysaginak kell lennie. Amikor a drétvazat kihtzzuk a szappanoldatbol, a feliileti fesziiltségbdl szarmazo erk
gy vezetik a sikok elhelyezkedését, hogy ez a lapszogtorvény teljesiiljon. Nézzlink ra tetraéderiinkre példaul M térbeli
magassag folytatasdnak iranyabol: belathato, hogy a hartyafeliiletek valoban 120°-os lapszogek szerint helyezkednek
el, — és ugyanez érvényes mindegyik térbeli magassag koriil. Tehat a tetraédernél egyszerre teljesiil a minimalis felszin
és a 120°-os lapszog kovetelmeénye.

4. dbra

Néhdny kiegészité megjegyzés: A kozismert karika-fonal kisérletnél is konnyen érthets, hogy a teriilet-feltétel és erd-feltétel
egyszerre teljesiil. (4. abra.) A fonal egyik oldalan fesziils szappanhartya koriv alakdra hiizza be a fonalat, mert ekkor legkisebb
a felszin. Ugyanekkor a fonal mentén mas és mas irdnyban hatnak a feliileti fesziiltségb6l szarmazo erck, ezért belgliik a fonal
hossza mentén a fonalat feszitd erd szarmazik, amelynek nagysaga az iv gorbiiletétsl fiigg. Minthogy a koriv gorbiilete mindeniitt
ugyanaz, a fonal hosszaban fellépd feszitGerd is ugyanaz a fonal minden pontjaban, ami az egyensily feltétele. Ha a koriv
alakja modosulna, egyrészt megnévekedne a felszin, masrészt megbomlana a fonal mentén az egyenstly a fonal eltéré gorbiiletei
kovetkeztében. Egyes mértani testeknél az is varhato, hogy mas és mas helyzetben emelve ki a drotvazat az oldaltol, mas forméja
lesz a hartyaalakzat, mert masképp fognak hozza az er6k a felszinek egyensiilyi helyzetének kialakitasahoz. (Szaszovszky és Torok
figyeltek meg ilyet.) A haromoldali gtldhoz hasonléan a négyzet-, 6tszog- stb. alapt gulaknal is végezhetiink szamitast (lasd az
ebben a szamban kitdzott feladatokat).

Még megvizsgalunk egy-két alakzatot, kozottiik elsének az oktaédert (5. dbra). Az oktaéder szappanoldatbol kiemelt
drotvazara igen érdekes hartya fesziil: a kdzéppontbdl a cstcsokhoz egy-egy deltoidlap indul, a deltoid hosszabb éle és
az oktaéder oldalélei kozott 3 — 3 egyenls szara haromszog helyezkedik el. Az idom megértése eléggé probara teszi a
térszemléletet.



5. dbra

Legjobb abbél kiindulni, hogy az oktaéder K kozéppontjabol az oktaéder minden mésodik oldallapja felé meréleges
egyenes indul; ennek KS = x hosszat fogjuk fiiggetlen valtozonak tekinteni. Ez a négy, egyenként x hosszisdgu tavolsag
ugy helyezkedik a kozéppont koriil, mint a szénatom négy vegyértéke az atommag koriil, vagyis mint egy tetraéder
kozéppontjabol a csiucsok felé hazott egyenesek. E 4 darab x hosszusagu tavolsag Q, R, S, T végpontjait egyenesekkel
kotjiik Ossze a legkdzelebbi harom oktaédercstcs ponttal. Igy 6 deltoid keletkezik (KSYT, KTHQ, KQXR stb.),
amelyek koziil két-két szemben fekvd sikja mercleges egymasra. A deltoidok ¢ hosszusagu hosszabb oldalai (példaul
SY = ¢) az oktaéder éleivel egyenls szara haromszogeket alkotnak (SJY, SIJ, STY stb.). Az oktaéder mindegyik éle
felé vezet egy ilyen egyenls szart haromszog. Ha az alakzatra az oktaéder egyik lapja fel6l tekintiink ré, akkor kétféle
latvanyban lehet résziink. Négy lap (példaul JGX) feldl ratekintve harom egyenld szara haromszogbdl 4llo bemélyedést
latunk, a masik négy lap (példaul GH X) feldl ratekintve egy mély iireget latunk, amelyet felvaltva hatarol 3 egyenld
szara haromszog és 3 deltoid.

6. dbra

Keressiik, hogy « mekkora értéke mellett lesz az oktaéderben kialakulo hartyafelszin teriilete a lehets legkisebb.
Ragadjuk ki az oktaéder fiiggéleges sikmetszetének also felét, UY V-t (6. 4bra). Ebben benne fekszik a K. SYT deltoid.
Ennek z oldala ugyanazt a ¢ szoget zarja be a K'Y tengellyel, mint amekkora két szomszédos oktaéderlap lapszogének
a fele, példaul YUK <. Err6l a szogrél ismeretes, illetve konnyen kiszamithaté, hogy sin ¢ = \/2/_3, és cosp =1/ V3,
mert KY = av?2/2, és UK = a/2. A deltoid teriilete

05-KY -ST = “—ﬁ-x.sm@: az
2 V3
A deltoid hosszabb oldala

2 2
c:SY=\/x251n2<p+(KY—:v-cosg0)2=\/%—\/;-ax+x2.

Attérve az egyenld szara haromszogre, melynek alapja a és széra ¢, e haromszog magassagara Pythagoras tétellel a

2 2
\/% — \/; -ax + 22 eredményt kapjuk, teriilete pedig

2
. \/ — - \/; -ax + x2. Az oktaéderben kialakul6 teljes héartyafelszin 6 deltoidbol és 12 haromszogbdl all, vagyis

2 2
2 F=2V3 az+6a- @ — . az + 22.
4 3




Ennek minimumat ugy talaljuk meg, hogy 4-gyel osztjuk, és alkalmazzuk ezt a helyettesitést: z = —& + a/v/6. Ennek

elvégzésével:
F a? a / a?
4 2\/5 2 12°

Ennek a valtozo része megegyezik (1) valtozo részével, tehat szélsGértéke is ugyanakkor van, vagyis, ha £ = , de

akkor x = -4 + 4 L. Tehat az oktaéderben keletkez6 hartya minimumanak feltétele, hogy x = SK \/%

V24 V6 V24
2
legyen. Mivel WK = g -singp = g . \/; = \/%, tehat S-pontnak, z végpontjanak az oktaéderlap kozéppontjatol vald

=R
>~

tavolsidga a kdzéppont és az oktaéderlap tavolsdganak felében van, igy WS =z = % . Ez igen nagy eredmény: azt

jelenti, hogy idomunk hérom egyenld szart haromszoge ugyanolyan alakd, ahogyan azt a tetraédernél és a szabalyos
haromszogalapt gila alaplapjanal megismertiik. Ebbél kovetkezik, hogy minden lapszog 120°-0s, és a feliiletminimum
feltétele ugyanarra vezet, mint az erGegyensily feltétele.

Az oktaéderben keletkezs hartyafelszin nagysigat a minimum esetében megkapjuk ha = = a/v/24-et helyettesitiink (2)-be;
az eredmeény 2v/2a”. Az oktaéder 8 lapjanak teljes felszine 2v/3a*, ami az el6bbinél nagyobb. A palyazok koziil Janossy Andras,
Janossy Istvan, Kulin Gyorgy és Lipcsey Zsolt munkakozossége helyesen ismeri fel, hogy a kisebb deltoidatléo hossza az oldalél
harmadrésze (amint az elbbi z-értékiinkkel azonnal kovetkezik).

8 7
5 6
2 k1)
) 9 /x 10
4 — 3
1 a 2
7. dbra

Kovetkezik a kocka esete. Itt kozépen kis négyzet alakul ki, amelyhez 8 trapéz csatlakozik (példaul 1, 2, 10, 9) és
ezek kozeé fiiggslegesen 4 egyenld szara haromszog all be (példaul 2, 6, 10). Valasszuk fiiggetlen valtozonak a kis négyzet

_x-\/i,

a—x

2

2
oldalhosszusagat (7. abra). Ekkor a trapézok magassaga \/ ( ) + (g) , @ haromszogek magassaga a

és a hartya teljes felszine

(3) F=a42(a+z) V202 - 2az+ 22 + V2 -ala — ).

A szélsGérték keresése harmadfoku egyenletre vezet. Ha F-et mint x fliggvényét grafikusan abrazoljuk, a rajzban
x = 0,073a-nal jelentkezik egy gyenge minimum. Ekkor a felszin 4,24253a> volna. Ezt a minimumot talalta grafikus
abrazolassal a Janossy-féle munkacsoport. Ha a 120°-os lapszogek torvénye alapjan indulunk el, arra az eredményre
jutunk, hogy a kis négyzet sarkabol kiindulé él mentén akkor talalkozik a harom sik (2 trapéz és 1 haromszog)
120°-0s lapszogekkel, ha a kis négyzet élhossztusaga nulla, vagyis ha nincs kozépen négyzet, és az egész felszin 12
haromszogge egyszertsodik. Ilyenkor a hartyafelszin 4,24266a2, vagyis egy kicsit tobb, mint elbb. Eszerint a kockanal
nem teljesiilhet egyszerre a legkisebb felszin és az erGegyensuly feltétele. Es mit csinal a szappanhartya? A felsorolt két
eset koziil egyiket sem valasztja. A kis négyzet kialakul, de élhossza 5 palyamunka egybehangz6 adatai szerint 0,2a és
0,3a kozott van. Hogyan lehet ez? Minden valdszintség szerint az élek és feliiletek kis mértékben gorbiiltek, és olyan
alakzat keletkezik, amelynél egyszerre teljesiil mindkét torvény. Erdekes az I. Istvan gimnazium fizikai szakkorének
megfigyelése: ha a kockaban dr6tboél megvan egy testatlod, akkor a 12 haromszogbdl allé felszin jon létre.

Ez a probléma vezet utolsé példankhoz, amely gorbiilt miniméalfeliilet. Két parhuzamos drétkarikaboél allo szerke-
zetet martunk szappanlébe, az idomot kiemeljiik a folyadékbol, és a kozépen keletkezd korlapot atszurjuk, hogy csak
a palast mentén maradjon hartya. Gorbe felszin alakul ki a két dréotkarika kozott, agynevezett katenoid. Ilyen felszint
kapunk, ha egy lancgorbét forgatunk az z-tengely koriil. Bebizonyithato, hogy ez a felszin kisebb, mint a hengerpalast
felszine. Bar egyenes alkotok helyett gorbékkel rendelkezik, de a feliilet a kdzépsik felé kdzelebb huzodik a tengelyhez,
és igy adodik, hogy a gorbiilt feliilet teriilete kisebb, mint a hengerpalasté. Es mi van az erck egyensulyaval? Gorbiilt
hartyanal a feliileti fesziiltségek eredGje a homoru oldal felé iranyulé nyomast hoz létre. A mi esetiinkben mi egyen-
sulyozza ki ezt a nyomast? Az az érdekes koriilmény all fenn, hogy mindkét oldalon egyenld légnyomés mellett csak



olyan gorbiilt hartya létezhet, amelynek két egymasra meréleges metszete koziil a felszin az egyikben dombort, a méa-
sikban homort. Ilyen furcsa alakzat a mi feliiletiink is. Oldalmetszetben vizsgalva a felszin kiviilrél nézve homort. De
nézziik feliilr6l a felszin ugyanezen pontjat: azt latjuk, hogy ez a pont egy kor alaku feliilletmetszeten fekszik, és most
beliilrdl latszik homortnak a felszin ugyanazon pontja. A kétiranya gorbiiltségbdl szarmazé nyomésok ellentétesek, és
kiegyenlitik egymast, mert a kétiranyt gorbiiltség abszolut értékben megegyezik. Igy alakul ki a két drotkarika kozott
a lancgorbe-forgasfeliilet, amely a legkisebb felszin, és egyszersmind eleget tesz az erSegyensily feltételének is. Ha a
kozépen eredetileg kialakuld korlapot nem tévolitjuk el atszarassal, két, egymaéssal szogben taldlkozéd gorbiilt feliilet
jon létre.

Ez a vazlatos attekintés mutatja, hogy a szappanhartyakrol szolé palyazat milyen érdekes problémakat érintett.
Valoszind, hogy a palyazat lezérasa ez esetben olvasdink kdrében nem a munka végét, hanem tdjabb érdekfeszits
kutatasok kezdetét jelenti.

Vermes Miklos



