1. feladat. A tér S pontjabol hdarom nem eqy sikba esd félegyenes indul ki: a, b és c. A ¢ és b-vel meghatdrozott
stk merédleges a ¢ és a-val meghatdrozott sikra. A b és c kizti o €s az a és ¢ kozti B hegyes szoget ismertnek tekintve
szamitsuk ki az a és b alkotta v szdget.

I. megoldas. Legyen az a félegyenes egy S-t6l kiilonboz6 pontja A. Emeljiink a-ra az A pontban mer6Glegest a és ¢
sikjaban. Mivel a hegyesszog, ez metszi a ¢ félegyenest egy C' pontban. Hasonléan c-re C' pontjaban merdélegest allitva
c és b sikjaban, ez metszi b-t egy B pontban (1. dbra).

1. dbra

Az A, B, C-n atmend ¥ sik merGleges a-ra, ugyanis AC' egyenese szerkesztés szerint merdleges a-ra, a C'B egyenes
pedig az SAC sikra meréleges SCB sikban van és merdleges a két sik SC metszésvonalara, igy C'B mer6leges az SAC
sikra, tehat annak minden egyenesére, igy a-ra is. AC' és C'B tehat a X sik két a-ra mersleges egyenese, amelyek nem
parhuzamosak. Igy ¥ mercleges a-ra, és az SAC szog mellett, ami szerkesztés szerint derékszog, derékszog az SAB
sz0g is, és az ACB szdg is, mert AC szara az SAC sikban van, C'B pedig meréleges erre a sikra. Az SCB szog a
szerkesztés szerint ugyancsak derékszog. A feladat feltételei szerint BSC< = a, CSA< = 8, és az ASB< = ~ szbget
kell kiszamitanunk.

Mostmaér az SBC, illetSleg SC A haromszogbdl SC' = SBcosa, SA = SC cos 3, és igy az SBA haromszogbdl

SA SC
cosy = cos ASBq = B - 9B cos 8 = cos a cos f3.

b
B

2. dbra

Megjegyzés. A felhasznalt Osszefiiggéseket még vilagosabba tehetjiik abrazold geometriai meggondolassal. Tekintsiik
az a, c sikot els6 képsiknak, a b, ¢ sikot masodik képsiknak, ekkor ¢ a képsikrendszer tengelyében van. A képsikoknak
az a, ill. b félegyenest tartalmazo félsikjait vegyiik pozitivnak. Az a és b félegyenesekkel meghatarozott sikot a — mint
a sik els6 nyomegyenese — koriil az elsé képsikba leforgatva a 2. abrat kapjuk, ezen mindharom felhasznélt derékszogi
haromszog valodi nagysagban lathaté. (B)-et — kiilonbségi haromszog mellézésével — kimetszhetjiik a C-n &t a-ra
allitott merdlegesbdl az SB = S(B) egyenldség alapjan, ugyanis az SB szakasz mind a masodik képsikon, mind a
leforgatasban valodi nagysagban latszik.

A legtobb versenyz6 tobb trigonometriai ismeret felhasznalasaval — de viszont kevesebb diszkusszioval — végezte el
a szamitast. Ilyen a kdvetkezo



3. dbra

II. megoldas. Legyen a c félegyenes egy S-t6l kiilonboz6 pontja D, és emeljiink c-re merdlegest mind az a, ¢, mind
a b, ¢ sikban. Mivel « és 8 hegyesszogek, ezek metszik a-t E-ben, ill. b-t F-ben (3. abra). Az EDF sz6g az SDE és
SDF sikok hajlasszoge, tehat a DEF haromszogben D-nél derékszog van, tovabba az SED és SF D haromszogek is
derékszogtiek. A keresett v szoget tartalmazo SEF haromszog mindharom oldalat kifejezhetjiik SD-vel és az ismert

szogekkel:
sp=2L  gp_ 20
COos (v cos f3

tovabbd DE = SDtg 8, DF = SDtga,
és igy
=\/DE? + DF? = SDy/tg? a + tg? B.
SE?* + SF? — EF?

28E-SF
A szamlalo jol ismert azonossagok felhasznalasaval igy alakithato:

Ezekkel a koszinusz-tétel alapjan

cosy =cos ESF< =

1 1
SE? + SF? —EF? =8SD?* [ —— + —— —tg?a —tg’8 | =
cos?2a  cos?f
_gp? sin2a+cos2a_tg2a+s1n2[3+cos B 225) = 2512,
cos? o cos2 3
tehat $p2
25D
cosy =28D?: ———— = cosacos 3.
cos acos f3

Megjegyzés. Tobb versenyzd ramutatott, hogy hasonléan szamithatjuk -t akkor is, ha az a, ¢ és b, ¢ félegyenes-
parokkal meghatarozott sikok szoge tetszés szerinti € sz0g. Az FDF sz6g éppen ezt a lapszoget méri, tehat

EF? = DE?* + DF? — 2DE - DF cose,
és igy DE/SE =sin 8, DF/SF = sin « figyelembevételével
cosy = cos o cos B + sinasin S cose.

Ezt az Osszefliggést a gombharomszogtan oldal-koszinusz-tételének szokis nevezni; érvényességének feltételeivel itt
tovabb nem foglalkozunk.

2. feladat. a és b két kilonbozd természetes szdm. Hatdrozzuk meg mindazokat az n természetes szamokat, ame-
lyekre az

(1) ar+by=mn

egyenletnek nincs megolddisa nem negativ egész szamokban.

Megoldas. I. Ha ¢, yo megoldasa (1)-nek, akkor az els§ tagbol levonva ab-t, a masodikhoz hozzaadva
n = axg — ab+ byo + ab = a(xg — b) + b(yo + a)
is teljesiil, vagyis xg — b, yo + a is megoldas, és altalaban, ha ¢ tetszés szerinti egész szdm, akkor

a(xg — tb) + b(yo + ta) =n



is fennéll. Ha tehat van egy z¢, yo megoldasunk, akkor valaszthatjuk ¢-t igy, hogy x( helyébe a lehet6 legkisebb nem
negativ érték keriiljon: mindig valaszthato t agy, hogy 1 = xo — tb 0 és b — 1 kozt legyen (ha nem lett volna mar xg
ilyen; utobbi esetben ¢ = 0 véalaszthato).

Ha z¢, yo nem negativ, akkor y; = yo + ta sem negativ, mert a > 0 és ha

x1 > 0ésb>0, akkor t > 0.
Elegendé tehat azokat az értékeket vizsgalni, amelyeket ax + by az x = 0, 1, ..., b — 1 értékek és tetszés szerinti

nem negativ egész y-ra vesz fel. Amely n szamok ezek kozt nem szerepeluek, azokra nem oldhat6 meg az (1) egyenlet.

II. Szoritkozzunk egyelére arra az esetre, ha a és b relativ primek. Az altaldnos esetet nem lesz nehéz erre vissza-
vezetni. Ekkor a kovetkez6 tablazatban szerepelnek azok az n értékek, amelyekre (1) megoldhato:

0, b, 2b, 3b, ..., jb,
(2) a, a+b, a+ 2b, a+3b, ..., a + jb,
2a, 2a + b, 2a + 2b, 2a+3b, ..., 2a + jb,
3a, 3a + b, 3a + 20, 3a+3b, ..., 3a + jb,
(b—1)a, (b—1)a+b, (b—1)a+ 2b, (b—1)a+3b,... (b—1)a+jb,...

Egy-egy sorban b kiilonbségl szdmtani sorozat all, tehat barmely két szam kiilonbsége oszthaté b-vel, és igy két
ugyanabban a sorban 4llé szam b-vel osztva ugyanazt a maradékot adja.

Megmutatjuk, hogy kiillénb6z6 sorokban all6 szamok viszont kiilonbdz6 maradékot adnak b-vel osztva. Egy sor
szamai ugyanazt a maradékot adjédk, mint pl. az els6 szdm. Ha a ki-edik és a kz-edik sor szamai ugyanazt a maradékot
adnak, akkor kezdd szamaik kiilonbsége: (k1 — k2)a oszthatd volna b-vel. Ez azonban nem lehet, ugyanis a és b relativ
primek, és ha egy szdm egy szorzatnak oszt6ja, de az egyik tényez6hoz relativ prim, akkor osztéja a masik tényezének;
(k1 — k2)a tehat csak tgy lehetne b-vel oszthato, ha ki — ko oszthato volna b-vel. Azonban ky is, ks is kisebb b-nél
és egyik sem negativ, igy |k; — ko| < b, tehat nem lehet b-vel oszthato. Igy kia és kqa killonboz6 maradékot ad b-vel
osztva.

Mivel b sorunk van és b lehetséges maradékunk (a 0, 1, 2, ..., b — 1 szamok), igy minden maradék elfordul, és
csak egyszer. Egy adott szam tehét legfeljebb egy sorban fordulhat el§ és ott is csak egyszer, mert a sor egymas utani
szamai allanddan nének.

Megallapitasaink akkor is érvényben maradnak, ha a sorokat bal felé is folytatjuk b ismételt levonédsaval, hiszen az
egyes sorokrol csak annyit hasznéltunk ki, hogy a szomszédos szamok kiilonbsége b.

Az igy kiegészitett tablazatban minden egész szam szerepel. Ha ugyanis n tetszés szerinti egész szam, és a k-adik
sor az, amelynek a szamai — koztiik (k — 1)a is — ugyanazt a maradékot adjak, mint n, akkor n — (k — 1)a oszthato
b-vel, tehat van olyan j egész szam, amelyre n — (k — 1)a = bj, n = (k — 1)a + bj. Igy n a k-adik sornak a (k — 1)a-t6l
szamitott j-edik szdma jobbra vagy balra j elGjele szerint.

Mivel a sorokat balra folytatva mindegyikben elegendd lépés utan csupa negativ szam all (a-szori levonas utan
biztosan), igy csak véges szamu olyan pozitiv egész n szam van, amelyikre nincs (1)-nek nem negativ egészekbdl allo
megoldasa, és ezek a tablazat kiegészitésekor, tehat az

a—Db, a— 2b, a— 3b,
(3) 2a — b, 2a — 2b, 2a — 3b,
(b—1)a —b, (b—1)a — 2b, (b—1)a — 3b,

tablazatban felléps pozitiv szamok.

III. Ha a és b nem relativ primek, jeldljiik legnagyobb kozos osztojukat d-vel, és legyen a = d-a’, b= d-V'; itt a’ és
b’ relativ primek. Ekkor (2) minden szama tdbbszorose d-nek, mert ax + by = d(a’z + b'y), tehat minden a d-vel nem
oszthato természetes szam hidnyzik (2)-bol, és igy megfelel a feladat kovetelményének.

Ha viszont n = d - n/, akkor az ax + by = n és o’z + b’y = n’ egyenletnek ugyanazok a szampérok a megoldasai.
Igy ha o', b'-bél kiindulva irjuk fel a (3)-nak megfelels tablazatot, az abban fellepd pozitiv szamok d-szeresei felelnek
meg d tObbszorosei koziil a feladat feltételeinek. Ezek azonban éppen a (3) tablazatban felleps pozitiv szamok.

Az (1) egyenletnek tehat akkor nincs nem negativ egészekbdl allo megoldéasa, ha n a (3) tablazatban felleps
valamelyik termeészetes szam, tovabba ha a és b legnagyobb k6zos osztéjaval nem oszthato (ha e két szdm nem relativ
prim egymaéshoz).

Megjegyzések. 1. Ha a és b relativ primek egyméshoz, a feladat kovetelményének megfelels legnagyobb természetes
szam a (3) tablazat bal alsé sarkaban allé ab — a — b szém.

2. Konnyen lathaté az is, hogy ha 0 < n < ab — a — b, akkor n és ab — a — b — n koziil az egyik kielégiti a feladat
kovetelményeit, a masik nem. Valdéban, egyrészt ha volnanak olyan z1, y1, 2, y2 nem negativ egész szamok, amelyekre

ax1+byr =n és axe +bys =ab—a —b—n,



akkor
a(xy +x2) +b(y1 +y2) =ab—a—b
volna, és 1 + x2, y1 + y2 nem negativ, holott éppen lattuk, hogy ennek az egyenletnek nincs nem negativ egészekbdl
allo megoldasa. Igy legfeljebb az egyik egyenletnek van nem negativ megoldasa.
Masreszt lattuk, hogy az (1) egyenletnek mindig van egész megoldasa, és van olyan 1, y1, megoldasa is, amelyben
0 <z <b-—1. Ha most az egyenletnek nincs nem negativ egészekbdl allé megoldasa, akkor y; < 0. Ekkor

ab—a—b—n=alb—1—z1)+b(—1—11),

ésitt o =b—1—21 >0, y2 = —1 —y; > 0 egy nem negativ egészekbdl all6 megoldas.
3.A0,1,2,..., ab— a— b szdmoknak ezek szerint pontosan a fele elégiti ki a feladat kovetelményeit, tehét
ab—a—-b+1 (a—1)(b—1)
2 - 2

a megfelels szamok szama. (Ez mindig egész, mert ha a és b relativ primek, akkor legalabb az egyik paratlan.)

3. feladat. Egy k kir valamely t érintdjének két pontja A és M. Jeléljik M -nek A-ra vonatkozd tikérképét M’ -vel.
Tekintsiik az M -b6l és M'-b61 a k-hoz hiizott mdsodik érintdket. Mi ezek metszéspontjanak mértani helye, ha M végigfut
t-n?

Az alabbi megoldasokban a kovetkezd jeloléseket fogjuk hasznalni: ¢ érintési pontja legyen B, k-nak ezzel atellenes
pontja C, k kdzéppontja O, az M-bdl és M’'-b6l hizott méasodik érinték metszéspontja P, érintési pontjuk k-n Q és
Q.

I. megoldas. Azt fogjuk megmutatni, hogy az M pont minden helyzeténél a PC egyenes parhuzamos OA-val,
ehhez azonban el6bb megvizsgéljuk a P pont lehetséges helyzeteit a korhoz és t-hez viszonyitva.

Van az M, M’ pontparnak egy olyan helyzete, amelyben a k-hoz hazott masodik érinték parhuzamosak. Ezt a
pontpart agy kaphatjuk meg, hogy k-nak az AO-ra meréleges atmérdje végpontjaiban, (Qo, Qy-ben) hizunk érintsket.
Ezek A-ra szimmetrikus pontpart metszenek ki t-bSl, mert OA a koztiik levs sav kdzépvonala. Ha M, M’ a savon
kiviil van, akkor Q, Q" a C-t tartalmaz6 Qq, Qf félkéron van, igy a masodik érint6k metszik egymést, még pedig t-nek
azon a partjan, amelyiken k van; igy k a PM M’ haromszdgnek beirt kore (4. dbra).

4. dbra

5. dbra



Ha M, M’ a két parhuzamos kozt van, akkor @, Q" a B-t tartalmazo Qo, Q félkoron van, igy most is metszik
egymést az érint6k. Ha az M, M’ pontpar kozrefogja B-t, akkor @) és Q' is kdzrefogja B-t a félkoron. Ekkor P a t
érint6 ellenkezd partjan keletkezik, mint k, és k a PM M’ haromszég M M' oldalahoz hozzairt kor (5. abra).

Ha M és M’ egyike B-be esik, és ez kiilonbozik A-t6l, akkor ebbdl a pontbol nem hiizhaté t-t6l kiilénbozé érinté,
viszont tekinthetjiik a masodik érintének is ¢-t. A masik pont ekkor B-nek A-ra vonatkozo tiikkorképe, és ez a két
méasodik érintd metszéspontja is, tehat a mértani helynek az M és M’ mondott helyzetéhez tartozo pontja is.

Ha végiil az M és M’ pontok egyike A és B kozé esik, akkor P a mésik pontbol htizott érintének az érintkezési
pont és a t egyenes kozé esé szakaszan keletkezik. Ekkor k a PM M’ haromszog egyik olyan hozzdirt kore, amelyik az
MM’ oldal meghosszabbitésat érinti (6. abra).

6. dbra

Ha A egybeesik B-vel, akkor k is, t is, az M, M’ pontpar is, igy a bel6liik hiizott érintépér is tiikros a BC egyenesre,
tehat a P pont ezen az egyenesen van. Az egyenes barmely a koron kiviili pontjabol két szimmetrikus érinté huzhaté
k-hoz, ezek szimmetrikus M, M’ pontpart metszenek ki ¢-bél, amibél kiindulva éppen a kiszemelt P pontot kapjuk
meg. A B és C pontban csak egy-egy érinté htuzhatd k-hoz; az utdébbi nem metszi ¢t-t, az el6bbi viszont éppen t, igy
nem adhaté meg olyan pontpar, amelyikbdl kiindulva B-t vagy C-t kapnank a mértani hely pontjaiként. Ebben az
esetben tehat a BC' egyenes k-n kiviili két félegyenese a keresett mértani hely. (A PC és OA egyenes ebben az esetben
egybeesik, ami megfelel allitdsunknak.)

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy A és B kiilonb6z6.

Nyilvanvalo, hogy M és M’ felcserélésével ismét A-ra tiikrds pontpart kapunk, a hozzajuk tartozo P pont pedig nem
valtozik. Igy elegendé azokat a P pontokat vizsgalni, amelyek az A-bol B-n &t huzott félegyenesen levé M pontokhoz
tartoznak; hiszen ha M a maésik félegyenesen fut végig, akkor P az el6bbi M pontokhoz tartozé mértani helyet futja
be még egyszer.

Térjiink most &llitadsunk bizonyitasara. Az O pont a PM M’ haromszég P-bél indulé belss vagy kiils6 szogfelezdjén
van, aszerint hogy k az MM’ szakaszt érinti, vagy annak meghosszabbitasat. Jeloljiik a kérdéses szogfelezs és a
PM M’ haromszdg koré irt kor metszéspontjat D-vel. A belss szogfelezd metszéspontja a P-t nem tartalmazo M M’
iv felez6pontja, mivel pedig a belsd és kiils§ szogfelezs egymasra mer6leges, igy P és a két szogfelez6 k-val vald
metszéspontja derékszogl haromszoget alkot. Ennek atfogoja a kornek atmeérdje. Igy a kiils6 szogfelez6 a koriilirt
kort a belss szogfelezd metszéspontjaval atellenes pontban, vagyis a P-t tartalmazé M M’ iv felez6pontjdban metszi.
Barmelyik pontboél bocsatunk is merélegest M M'-re, az azt felez6pontjadban, A-ban metszi.

Allitasunkat tgy bizonyitjuk, hogy megmutatjuk mindegyik esetben a COP és ADO héaromszogek hasonlosagat.
Konnyt latni, hogy az OPQ és DM A derékszog haromszogek hasonlok. Valoban, ha O a P-nél levs bels6 szog
felezGjén van, akkor a keriileti szogek Osszefiiggését felhasznélva

DMA<x=DMM'<«<=DPM'<=DPM<« = OPQ«.
Ha pedig O a kiilsé szogfelezén van, akkor

DMA<=DMM'<=DPM'<=0PQ'<=0PQ«.
Az OPQ és DM A haromszog szogei tehat mindkét esetben megegyeznek s igy

PO MD
(1) 00~ DA

Itt OQ, mint korsugar, egyenlé OC-vel, allitdsunk igazolédsdhoz igy sziikségiink van annak a megmutatasara, hogy
DO =DM.
Ha k a PM M’ haromszog beirt kore, akkor MO is a haromszog belss szogfelezGje, s igy, mint az M OP haromszog
kiils6 szoge
MOD< = OPM<+ OMP<=DMM 1<+ OMM'<=DMO<.



Ha k az MM’ oldalhoz hozzairt kor, akkor MO a PMM’ haromszog kiilsé szogét felezi, s igy ismét az MOP
haromszoghdl indulva ki

MOD< = 180° — (OPM< + OMP<) = 180° — (OPM< + M'MP<+
+OMM'<) =180° — (DMM'< + M'MP<+ OMQ<) = DMO<.

Ha k a PM M’ haromszdog PM oldalahoz hozzéirt kor, akkor PO is, MO is a haromszdg megfelels kiilsé szogét
felezi, s igy ismét az M OP héromszoghdl indulva ki

MOD< =180° — (OPM< + OMP<) = 180° — (DMM'<+ OMB<) =
=DMO«.

Eszerint az ODM haromszog O D-vel és DM-mel szemben levs szogei mindharom esetben egyenldk, s igy valéban
OD = DM. Ezt, tovabba az emlitett OQ = OC' egyenldséget felhasznalva (1)-bgl

PO OD
OC DA’

Az ADO és COP haromszogek itt szerepls oldalai parhuzamosak. Az elsé esetben D a t egyenes ellenkezd partjan
van, mint k, s igy DA és OB ellenkez$ iranyban, DA és OC pedig egy iranyban parhuzamos, DO és OP szintén.

A masodik és harmadik esetben D és k a t egyenes egy partjan van, igy DA és OC ellenkezd irdnyban parhuzamos.
Masrészt D a masodik esetben az OP szakaszon van, a harmadik esetben a szakasz P-n tuli meghosszabbitésan,
igy OD és PO is ellenkezs irdanyban parhuzamosak. Ennek folytan az ADO és COP haromszég mindharom esetben
hasonl6, mert két oldaluk aranya és a koztiik levs szog megegyezik, és hasonlé helyzetii is. Igy a harmadik oldalpar is

parhuzamos:
PC | OA.

Eszerint P mindig a C ponton at az (M ponttol fiiggetlen) OA egyenessel parhuzamos e egyenesen van. Nyilvan
nem lehet az egyenes k korbe es6 hirjan.

Ha P az e egyenes egy a koron kiviili és nem a ¢-n lev6 pontja, akkor huzzuk meg bel6le az egyik érintét k-hoz
és tiikrozziik ennek t-vel valé metszéspontjat A-ra. Az igy kapott pontpart valasztva M, M’'-nek, az ezekbdl hizott
érintSk metszik egymast, mert csak az O A-val (s igy e-vel is) parhuzamos érintpar nem metszi egymaéast. A metszéspont
egyrészt a bizonyitottak szerint e-n van, masrészt a meghuzott érintén, tehat a kivalasztott P pont.

Legyen e metszéspontja t-vel P* (7. abra), ekkor OA parhuzamos a BC'P* haromszog C P* oldalaval és a BC' oldal
O felez6pontjabol indul ki, tehat a haromszog kozépvonala; igy A felezi a BP* szakaszt, vagyis P* a B pont tiikbrképe
A-ra, de ekkor, mint a megoldas elején lattuk, a mértani hely B, P* pontparhoz tartozd pontja P*.

Vizsgaljuk meg végiil e metszéspontjait k-val. A C-ben hizott érinté parhuzamos t-vel, nem keletkezhet tehat
annak semelyik pontjabol huzott érintéként, és nem megy at rajta a kor mas pontjahoz hizott érinté sem. Igy C nem
tartozik a mértani helyhez.

A masik E metszéspont nem mas, mint az A-bol k-hoz hiuzott méasodik érinté érintési pontja, ugyanis AO-ra
tikkrozve B-t a tiikorkép egyrészt k-n van, mert annak kdzéppontjan dtmend egyenesre tiikroztiink, masrészt e-n, mert
egy haromszog egy cstcsat a szemkozti oldallal parhuzamos kozépvonalra tiikrozve a tiikorkép a szemkozti oldalan
van. Igy B tiikorképe csak E lehet, és AE az AB egyenes tiikorképe, tehat érinti a k kort.

Eszerint az E-ben htizott érint6 A-ban metszi t-t. Ez a pont sajat tiikrképe, egybeesé M, M’ pontpart kapunk,
a beldliik huzott masodik érinték is egybeesnek, tehat nincs meghatarozott metszéspontjuk, s igy E nem tartozik a
mértani helyhez.

A keresett mértani hely tehat a C-n at AO-val parhuzamosan hazott (vagy C-n és az A-bél huzott érint6 E
érintési pontjan at, vagy C-n és a B pont A-ra vonatkozo P* tiikorképén at huzott) egyenesnek a k-n kiviil es6 két
féelegyenesébdl all.

II. megoldas. A P pont lehetséges helyzeteire vonatkozé megallapitasokat nem ismételjiik meg és csak azt az
esetet vizsgaljuk, ha A # B. Legyen D a B pont tiikdrképe A-ra. Azt fogjuk megmutatni, hogy P mindig a C'D



egyenesen van, mégpedig gy, hogy el6szor belatjuk, hogy ha k a PM M’ haromszog beirt kore, akkor D az MM’
oldalhoz hozzairt kor érintési pontja, ha k az MM’ oldalhoz hozzairt kor, akkor D a beirt kor érintési pontja, ha
pedig k az M P oldalhoz hozzairt kor, akkor D az M'P oldalhoz hozzairt kor érintési pontja. Jeloljiik a méasodik kort
mindharom esetben k*-gal, kbzéppontjat O*-gal.

Az els6 két esetben a P-bél indulé oldalak k és k* kozos kiilss érintsi, MM’ pedig az egyik kozds belss érintd, a
harmadik esetben pedig a P-n atmend érintSk a kozos belss érinték, M M’ pedig az egyik kiils6 kozos érints. Allitasunk
ennek folytan ugy fogalmazhato, hogy két kor egy kozos kiils§ érint&jén az érintési pontok kozti szakasz, és a belsd
érint6k metszéspontjai kozti szakasz felezépontja kdzos, és hasonléan egy belsé kozos érintén az érintési pontok és a
kiils6 kozos érint6k metszéspontja kozti szakasz kdzéppontja szintén azonos. Ezt fogjuk el6szor bizonyitani.

8. dbra

Legyen tehat két kor két kozos kiilsd érintGjének metszéspontja P, az egyik érinté érintse a kordket @, ill. R
pontban, a masik @', ill. R'-ben (8. dbra). Egy kozos bels6 érints messe az elébbit egy M pontban, az utobbit M’-ben,
és legyen az M-hez kozelebbi érintési pont S, a masik S’. Ekkor az egy pontbél egy kérhoz hiizhaté érinték egyenlésége
folytan

PR=PQ+QM+MR=PQ+SM~+SM=PQ+MM +SM—-M'S’,

és hasonl6an
PR =PQ +Q'M + MR =PQ +MS +MS =
=PQ' + MM —MS+ M'S'.
Mivel még PR = PR’ és PQ = P(Q’, igy kell, hogy
MS—-M'S =M'S —MS,

amib6l MS = M'S’. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy az MM’ és SS'szakaszok felez6pontja egybeesik.

9. dbra

Hasonl6 jeloléseket hasznalva két kozos bels6 érinté esetén (9. abra)
PR=MR-PQ-QM=MS"—PQ—-MS=MM'—-PQ+MS —MS,
és hasonl6an
PR =Q'M' —PQ' — RM' = SM' — PQ' — M'S' = MM’ — PQ' + SM — M'S’.

A keét dsszefiiggésbdl, mivel PR = PR/, PQ = PQ’, igy ismét kovetkezik, hogy MS = M'S’, s igy az MM’ és SS’
szakaszok felez6pontja ez esetben is egybeesik.

Ez feladatunkra alkalmazva val6ban azt adja, hogy mind a harom esetben k és k* korok B és D érintési pontjai
egymas tiikorképei az MM’ szakasz A felez6pontjara nézve, és ezt akartuk belatni.



P az els6 két esetben k és k™ kiils6 hasonlosagi pontja, a harmadik esetben pedig belsé hasonlosagi pontjuk, igy
kovetkezik, hogy P, C' és D egy egyenesen vannak, ha belatjuk, hogy a mondott P kozéppontu hasonlosagoknal a C'
és D pont mindig megfelel6 pontok.

Az els6 és masodik esetben k és k™ ¢ kiilonb6z6 oldalan van (10. abra), igy OB, O* D ellenkez iranyban merdlegesek
t-re, OC' és O* D tehéat egyiranya parhuzamos sugarak, igy a kiils6 hasonlésagi pontra nézve C' és D a két kor egyméasnak
megfelel§ pontjai.

10. abra

11. dbra

A harmadik esetben k és k* t-nek ugyanazon az oldalan van (11. abra), igy OB és O*D egy iranyban, OC és
O*D tehat ellenkezs iranyban parhuzamosak. P most bels§ hasonlosagi pont, erre nézve C' és D ismét egymasnak
megfelel pontok. Ezzel bebizonyitottuk, hogy C, D és P mindig egy egyenesen van, vagyis, mivel a C' és D pontok
nem véaltoznak M-mel, a mértani hely pontjai a C'D egyenesen vannak.

Az, hogy ennek az egyenesnek mely pontjai tartoznak a mértani helyhez, az el6bbi megoldéashoz teljesen hasonléan
targyalhat6. Ezt itt nem ismételjiik meg.

A versenyzdk legtobbje a koordindtageometria modszereivel kereste a mértani helyet. Bemutatunk egy ilyen meg-
oldast.

III. megoldas. Valasszuk origénak a k kor O kdzéppontjat, tavolsagegységének a sugarat, és az X-tengely legyen
parhuzamos t-vel agy, hogy ¢t a (0, —1) pontban érintse k-t. Jeloljiik A abszcisszajat a-val, tehat A az (a, —1) pont
(12. abra). Az M és M’ pontok a t-n vannak, tehat (z,—1), ill. (2, —1) alaktak a koordinatdik. Mivel a koztiik levs
szakasz felezGpontja A, igy

(1) 2+ 7 =2a.

12. dbra



Az M, ill. M’ pontbol hizott érinté érintse a kort a Q (u,v), ill. Q' (v, v") pontban. Ekkor
(2) u? +0? = u? + 0% =1,
mert a pontok a korén vannak. Az OQ sugar irdnytangense v/u (ha u # 0), igy a @-n at OQ-ra merdlegesen haladd
egyenes egyenlete (ha v # 0)

y—v:—g(az—u), vagy ux +ovy =u®+0v?=1.
v

Az egyenlet megadja a @Q-n atmend érint6t az u =0 (v =1, vagy v = —1) ésa v =0 (u = 1, vagy u = —1) esetben is.
Ez az érint6 atmegy M-en, tehat
uz —v =1, v=uz—1,
és ezt (2)-be irva
w4 (uz—1)° =1, wu[(l+2%)u—2z] =0.
Hagyjuk egyel6re figyelmen kiviil az u = 0 esetet, ekkor

2z 3 1 22 -1
u=-—-—7, igyv=uz—1=
1122 gy

és az M pontbol huzott érint6 egyenlete igy irhato:

(3) 2z 4 (22— 1)y = 2% + 1.
Hasonléan az M’ ponton dtmend érinté egyenlete:

(3a) 22+ (2% -1y =27+ 1.

A P metszéspont 2 p, yp koordinatait kiszamithatjuk pl. tgy, hogy az els6 egyenlet z'-szordsébdl levonjuk a masodik
z-szeresét:

[/ = 1) = 2(2" = D]yp = 2'(2" + 1) — 2(" + 1),
(z—2)[(zz" + 1)yp — 22" +1] = 0.

Ismét hagyjuk figyelmen kiviil egyelére a z = 2’ esetet (amikor M és M’ egybeesik, s igy megegyezik A-val), ekkor,
amennyiben zz' # —1,

zz' —1

4 =
(4) |

)

és ha z # 0, akkor pl. az M-bdl hizott érinté egyenletébdl

2241 22-1 22/ =1  z+2 2a

5 = . = = .
(5) e 2z 2z zz'+1 zz'+1 zz' +1

(Felhasznéltuk az (1) Osszefiiggést.) Az utobbi egyenletbdl, ha zp # 0

6 =1,
(6) zz -
és ezt yp kifejezésbe beirva
2a
= _9 .
yp =L — =1-"L vagy zp +ayp = a.
2a a
Tp
A keresett mértani hely pontjai tehat az
(7) Ttay=a

egyenesen vannak, eltekintve esetleg a figyelmen kiviil hagyott esetekhez tartozd pontoktol.

Vizsgéljuk meg, hogy (7) mely pontjai keletkeznek mint alkalmas M és M’ pontokbol hiizott érint6k metszéspontjai.
Ezek azok a pontok, amelyek koordinatai alkalmas z és 2z’ (valos) szamokkal (4), (5) alakban irhatok. Az ilyen z (és
(1) szerint neki megfelels 2’) értéket az M-bol hizott érint6 (3) egyenletébdl szamithatjuk ki. Azt z szerint rendezve

(y— 1)z +2z2 —y—1=0.



Innen
—rt /2 +y?2 -1

y—1
tehat azokhoz az z, y értékparokhoz, az egyenesnek azokhoz a pontjaihoz tartozik ilyen z érték, amelyekre

z = ,
> +y*—1>0,

vagyis amelyek nincsenek a k korben, és amelyekre y # 1, tehéat a korrel valé (0,1) metszéspontot is figyelmen kiviil
kell hagynunk. A masodik metszéspontra 2% + y*> — 1 = 0, de y # 1, igy, felhasznalva (7)-et

ekkor (1)-bdl 2/ = a. Az M és M’ pont tehat egybeesik (és azonos A-val), igy nincs a bel6liik htuzott érint6knek
meghatarozott metszéspontja. Ez a pont sem tartozik tehat a mértani helyhez. Ezzel a korabban kizart z = 2’ esetet
is elintéztiik, mert (1) szerint ekkor kozos értékiik csak a lehet.

Meg kell még vizsgélnunk a kordbban a targyalasbol kizart eseteket, hogy tartozik-e azokhoz és milyen pontja
a mértani helynek. Természetesen minden kizart esettel egyiitt az M helyett M’-re vonatkozé megfelels esetet is
targyalni kell, ez azonban a két pont szimmetrikus szerepe miatt nem fog kiilon feladatot jelenteni.

Korabban figyelmen kiviil hagytuk az z = 0 értéket. A (7) egyenes ehhez tartozo pontjanak ordinataja y = 1, és
éppen lattuk, hogy ez sem tartozik a mértani helyhez.

Kizartuk azt, hogy az M (vagy M') pontbdl hizott érinté érintési pontjanak u (vagy u') abszcisszaja 0 legyen.
Ebben az esetben az érintési pont csak (0, 1) vagy (0,—1) lehet. Az el6bbi eshetséget méar éppen kizartuk.

Az M-bél és M'-bél hizott ,mésodik”, azaz t-t6l kiilonbozs érints viszont a (0, —1)-t6l kiilénb6zé pontban érinti
k-t, kivéve, ha M (ill. M") éppen a (0, —1) pont. Ekkor tekinthetjiik ,masodik” érint6ének is a ¢ egyenest. Mivel ekkor
z (vagy 2’) 0, (1) miatt a méasik pont a (2a,—1) pont, és a két érinté metszéspontja is ez a pont, ami a (7) egyenes
metszéspontja t-vel. Ezt tehat a mértani helyhez tartozénak tekinthetjiik. Ezzel egyszersmind a z = 0 és 2’ = 0 esetet
is megtargyaltuk.

Kizartuk végiil korabban a 2z’ = —1 esetet. Ekkor pl. az M-b6l htzott érints (3) egyenletét 0-ra redukalva és
2"%-tel szorozva

222" + [(22’)2 — 2%y - (22 =22 =—22/2— (z% - 1)y—1-27%=0.

Ez parhuzamos a maésik érint6ével, melynek (3a) egyenlete
224+ (2% —1)y—1-22=0

alakban irhato, de kiildnbozik attol, tehat az ilyen z, 2’ értékparhoz nem tartozik metszéspont.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a keresett mértani hely az x4+ ay — a = 0 egyenesnek a koron kiviil es6 két félegyenese,
ami nem mas, mint az A-bol hizott érintd érintési pontjat és a t érintési pontjaval atellenes pontot Osszek6ts hiarnak
a koron kiviili meghosszabbitdsa mindkét irdnyban.

Megjegyzések. 1. A zz' = —1 esetben (1)-b6l z(2a — 2) = —1, azaz z° = 2az + 1, és igy az M-bol huzott érints
egyenlete ilyen alakban irhato:
1
2zx 4+ 2azy =2az+2, x+ay=a+ —.
z
Ez parhuzamos a mértani hellyel. A fontiek szerint ugyanez all az M’-bél htizott érintére is.

2. A két érint6 egyenletébsl még egyszertibben jutunk a mértani hely egyenletéhez, ha a két érint6 O-ra redukilt
egyenletének kiilonbségét képezziik és felhasznaljuk (1)-et:

0=2zz+ (" —1l)y—1-2"— 222+ (z* - 1)y—-1-2"7] =
— 2(2 _ Z/)ZE 4 (22 _ 212)y _ ( 2 _ 2/2) —
=(z-2)2z+ (242 )y —(2+2)] =2(z = 2')(x + ay — a).
Ha az (z,y) pont rajta van mind a két érint6n, akkor kielégiti az utolsé egyenletet, és ha z # 2/, akkor (7)-et is. Azt
a z értéket, amely egy adott (z,y) ponthoz vezet, most is ugyanugy kereshetjiik meg, mint az elgbb.

3. Sok versenyz6 nem kereste a szamitésok lehet6leg egyszerd utjat, és igy nem maradt kell§ ideje terve teljes
végrehajtasara.

Bakos Tibor, Suranyi Janos



